Rozurazanra ogolne — przypadki specjalne

Wsréd D nie podlegajgcych pod rozwiqzania RGI-XI znajdujq sie D, ktére majq takie wiasnosci, ze
obliczenia y nie przedstawiagjq problemu i to bedg omdwione nizej przypadki specjalne.

Oprécz sprawdzenia czy dane D nie podlega pod RGI-XI sprawdzamy tez czy opisane na stronach
18,19,20 sposoby znajdowania rozwiqzan majq zastosowanie do danego D. Jezeli nie to mamy do
czynienia z D kiére by¢ moze da sie rozwigza¢ metodami przedstawionymi w tym rozdziale.

Rozwiqzywanie tych przypadkéw polega na znalezieniu wartosci p, ("czerwonej”, tej z dolnego ra-—
mienia jak w przyktadach dla D=19, D=74i D=13, bo to p, najmniejsze) i nastepnie przejscie do
Yy lub v,

W poprzednich rozdziatach powiedzielismy o liczbach 2, 3, 5, ze posfugiwanie sie nimi czesto po-—
zwala na szybkie znalezienie rozwiqzania RP. Teraz rozszerzymy ten zbiér. Okazuje sie, ze liczby 0, 1,
2, 3, 5 lub te same liczby pomnozone przez 2* to bardzo czesto wartosci p,. Co mozna byto zauwa-
zyé w poprzednio podanych przyktadach. Poczawszy od ¢ = 5 o liczbach postaci t? £1,2,4 moglismy

bez sprawdzania ich wlasnosci powiedzie¢ do jakiej grupy nalezq. Dla mniejszych wartosci ¢ mamy pod
tym wzgledem problem. Prosze popatrze¢:

t? D t* D ¢ D 2 D ¢ D ¢ D
, 0*+2=2 | 12+4=5
Po1= 0 ot etz | TF27°% | yaca | 224125
2 - - 2 - -
2_4=O 2 2_1=3 2
2?2-2=2 3?-4=5

Bardzo mozliwe, ze jest to powodem tak czestego wystepowania tych liczb jako p,. A nawet jesli
nie to warto to sprawdzaé. Najciekawszq z powyzszych liczb jest 2. Nalezy do az czterech grup, pod—
czas gdy wszystkie pozostale do co najwyzej dwbch.

+1+2:22=32 grupa “+1”
-1+2:1%=1* grupa "-17
+2+2:17 =22 grupa "+2”
-2+ 2:1%=0° grupa ’-2"

Do tego opracowania dodano tablice liczb D od 2 do 300 z danymi co do rozktadu i wartosci p,.
Chociazby pobiezne zapoznanie sie z nimi przed lekturq tego rozdziatu jest jak najbardziej wskazane.
Wszystkie opisywane na nastepnych stronach metody znajdowania rozwiqzania RP polegaja na prdobach
znalezienia p, dla danego D i potem przejscia do y lub v,. | jak zobaczymy czesto jest to nadzwyczaj
proste. Bywa jednak tak, ze znajdujemy wygladajace poprawnie réwnanie z jakims$ p,, kidre nie daje
rozwiqzania. Dzieje sie tak kiedy *1,2,4a" i DpZ, w rdéwnaniu

t1,2,4a" + Dp2_,= m?

majq wspblne podzielniki. a my znalezli$my réwnanie juz po uproszczeniu (bo jest to oczywiscie tat—

wiejsze). Jak postepowaé w takich przypadkach zostanie pokazane na przyktadach, a takie réwnania
bedziemy nazywaé¢ réwnaniami uproszczonymi.

Ombwimy teraz poszczegdlne przypadki specjalne.
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PS1 PS'1 - przypadek specjalny 1

—sprawdzamy czy jednym ze sktadnikéw rozkfadu jest liczba @ w potedze drugiej lub wyzszej,

D=41 41=6"+5 —=t=6 a=5 znak "+” grupa "-1"
41 =524 47 znalezlismy rozktad liczby D odpowiadajqcy grupie "-1”
—-5% + 41-12= 4 rozktad liczby D przeksztatcony do postaci ORP

stad p=1 n=0
(3 api - 2tppy+ (@ -p2)= 0 —= 5p7 - 2-6-1 g+ (5- )= 0 —= 5p2 - 12p, +4=0 (A =8
@ ap? - 2tpp,— (a'+p3)= 0 —= 5p% - 2:6-1 p,— (5+ *)= 0 —= 5p2-12p,-6=0 \A =264

1).,:—121'58 =2 po=—12168=%odpc|dc|

,,,2:21510%:10, - 2-6-§+1 -
41-52 =322 +1 —= RGIl —= t=32 2t=64 v, = 64
y=v-v,= 64-5= 320
1+ 41-320% = 20492
Tak wyglada petne "reczne” rozwiqzanie dla D= 41. Na kotcu tego rozdziatu (strona 100) znajduje
sie program do ktdrego nalezy wpisaé wartosci ¢, a, p,, n i zaznaczyé odpowiednie réwnanie, zeby
otrzymaé wartoséi kolejnych p, i v, lub y. Kiedy znamy v, lub y kolejny program (strona 101) pozwala
na wyznaczanie p,. Wskazane jest wypr6bowanie tych programéw biorqc przyktady z tego opracowania.

D =61 61=82-3 —= t=8 a=3 znak "-” grupa "t4,-1"
61 = 5+ 4.3

- 4.3 +61-1 = 5°

p=1 n=0

(@) ap? - 2tpp,- (40'-p?) = 0 —= 3p2 - 2:8:1p,— (4:3- )= 0—= 3p2 —16p, - 11=0 | A = 388
(2) ap? - 2tpp,+ (4a'+p?) = 0 —= 3p2 = 2-8-1 po+ (4-3+ /)= 0—= 3pZ=16p, +13=0 A =10
p,= 16410 % odpada = 16?510=1
'Uz=2tp‘:;p1 = 2.8'13_1 =5

61-52 =392 +4 —= RGVIIl —= ¢t=39 t,=19

vw=4(2-19+1)(192+ 19 +1)(2-192+2-19+1) = 45230796

Y =v-u=5-45230796 = 226153980

1461-2261539802 = 1766319049 2

D=69 69=8°+5—=t=8 a=5 znak "+” grupa "+4”

69 = 132— 4.5

4.5 +69-1°=13>——=—p =1 n=0
(1) ap? - 2tpp,+ (4a'-p2) = 0 —= 5pZ — 281 p,+ (45— )= 0—= 5p2 — 16p, + 19=0 A = \=124
(6) ap? - 2tpp,— (4a'+p?) = 0 —= 5p2 = 2-81 po— (4-5+ ¥)= 0—= 5pZ—16p, - 21=0 A =26

By = 161+026 - % odpada By = 161—026 =1
v2=2tp‘;1-,|-p1 = 28(—51)+1 = -3
69(-32) = 252 - 4 RGVII t=25 t,=12 v=312
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y=v-v=312(-3)=-936
1+ 69(-936)2 = 77752

D=73 73=9"-8 —=t=9 a=8 znak "-” grupa *-1”
73 =82+ 3
-8 +73-1°=3 —=p=1 n=0
Ten przyklad wydaje sie byé podobny do poprzedniego, ale jest tu pewien problem.
Liczba p, jest nieparzysta, a dla a parzystych tak nie moze byé, co wynika z wzoru:

v,:% — jezeli a jest parzyste to p,, p,, p;s.... takze muszq byé parzyste
( p, moze by¢ nieparzyste)
Radzimy sobie z tym mnozqc obie strony réwnania przez 8% dzieki czemu zachowujemy wielkosc
a i odpowiedni znak, oraz uzyskujemy parzyste p,.

-8 +73-12= 32/8?

- 8* +73-8% = 24 %n=8 m=2
To wtasnie jeden z tych przypadkéw kiedy réwnanie, kitére zostalo uproszczone znalezliSmy pierwsze
i odtworzyliSmy poprawne réwnanie.

(9) ap? - 2tpp,~ (@-p2)= 0 —= 8p? - 2.9-8p,~ (8- 8)= 0 —— 8p? - 144p, — 448 = 0 A = \[35072
ap? - 2tp@,+ (B +p2) = 0 —=— 8p? — 2.9-8p,+ (8%+8%)= 0 —— 8p? — 144p, +576 = 0 | A = 48

p,= 144148 _ 1, p = 14448 _g

Otrzymalismy dwie catkowite wartosci dla p, (12 i 6). Zdarza sie to niezbyt czesto i nalezy sprawdzi¢
kazdg z nich.
=2UPp - 291278 _ 54 p= 228=8 =125 odpada

b,

W réwnaniu uproszczonym mamy p, = 1 podczas gdy poprawna wartosé to 26.

po= HPoPy - 2:9:26-12 _ g7

=2tpa—p1 - 2-9-37—26 = 195

y =v-v,= 2136-125 = 267000
1+73-267000%= 22812492

Y,

D =86 86=9'+5—=1t=9 a=5 znak "+ grupa "-2”
86 = 6%+ 2.52
-2.52+86-1?=6> —=p=1 n=0
(2) apz - 2tppy+ (20!~ p?) = 0—= 5p? - 291 po+ (2:5- %)= 0—— 5p2 - 18p,+9 =0 VA =12
(5) ap2 - 2tpp,- (2a'+p?) = 0 —= 5p2 - 2.9-1 p,— (2-5+ 12) = 0—=— 5p2 — 18, - 11=0 & = \544
_18-12_6

Po= 18?'012 =3 Do 10 10 odpada
v, = 2Rt Py 29341 = 4

86-112= 1022+ 2 —= RGIV —= ¢ =102 wv,= 102
y=v-5=102-11= 1122
14 86-1122% = 104052
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D=149 149=12*+5—=t=12 a=5 znak "+” grupa "*4,—-1”
149 = 724+ 4.52
-45° +149.1*=7*——=—p =1 n=0
@ ap? - 2tpp,+ (4a'—p2)= 0 —=— 5p2 - 2-12-1p, + (4-5-12)= 0—= 5p2 - 24p, +19=0 A =14
(6) ap? - 2tpp,— (4a'+p?) = 0 —= 5p? — 2.12.1p, - (4:5+ 1)= 0—= 5p2 —24p, - 21=0 VA =996

po= 24314 = 38 ogpa, po= 24— l4_
vz=2tpal-p, - 2-1251+1 -5

149.52 = 61244 —= RGVIl —=¢t=61 £,=30
v,= 4(2-30+1)(302+ 30 + 1)(2-30%+2-30+1) = 422752204
y = v = 422752204 -5 = 2113761020

1+ 1492113761020 = 258017414497

!!_1 ”

D=185 185=14"- 11 —=t=14 a=11 znak "-" grupa
185 =112+ 82=13"+ 4
To D moze byé¢ przedstawione w postaci sumy kwadratéw na dwa sposoby, z ktérych wybieramy tfen

ktéry spetnia warunki rozwiqzan specjalnych, a na przyszios¢ nalezy pamieta¢, zeby liczby z tej grupy
sprawdzaé¢ czy przypadkiem nie majqg wiekszej ilosci rozktaddw.

185 = 11°+ 8

-112 +185-1*=8" ——==p=1 n=0

(9) ap?-2tpp,— (@ -p2)= 0 —=11p2 = 2-14-1p,- (11 - ¥)= 0 —=11p? - 28, - 10= 0 A = \[T224 odpada
ap? - 2tppy+ @ +p)= 0 —=— 11p2 - 2-14-1p+ (11 +12)= 0 —— 11p2-28p, +12=0 A =16

p= 28416 = po= 28516 2 12 oo
2tp,— 14.2-

v, = ph 1 = 214i12 1=5

185-52 = 682 + 1 RGII t =068 2t =136 u=136

y=v-u=136-5= 680

1+ 185-680% = 92497

D=199 199 =147+ 3 t=14 a=3 znak "+” grupa "+2”

199 = 19%- 2.9 =19%- 2.3*

2-3* +199-1*=19* —=p,=1 n=2

W tym rozktadzie liczby D trafito sie @ w potedze 4-tej.
(2) ap?-2tp,p,+ (203-p2)= 0 —= 3p2 = 2-14-1p,+ (2:3°-12)= 0 —— 3p2 - 28 p, +53= 0 A = 748
@ ap? - 2tp,p,- (2a3+p2)= 0 —=— 3p2 - 2-14-1p,— (2-3*+12)= 0 —=— 3p2-28p,-55=0 \[A =38

pz=@=11 pz=@=_—éoodpadq
p1=2_tﬂzai£;_= 2-143-11+1 =103

p°=2tpgpz = 214:103 411  gg5

1)2=2t1o,b:r101 - 2-14-ggs+103 - 9041

199-9041% =127539%- 2 - RGIII t=127539  4,=127539
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y=v-v,= 127539- 9041 = 1153080099

1+199-1153080099% = 162661965202

D =297 297=17*+8—=t=17 a=8 znak "+” grupa "+1”
297 =297-1=99-3 = 33-9=27-11

297 = 149%- 1482 = 51%- 482= 21>~ 122 = 19*- 82

liczbe 297 mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu dwéch liczb nieparzystych na

4-ry sposoby i kazdemu z nich odpowiada r6znica kwadratdw. Jedna z tych réznic
kwadratéw spetnia wymagania.

297 = 19%- 8?
82+297-1% = 192/82 przeksztatcamy p, w liczbe parzystq (patrz D=73)

8*+297-8 = 152* —=p,=8 n=2
(3) ap?-2tp,p,+ (0~ p2) = 0—= 8p2 - 2-17-8p,+ (8°-82)= 0 —— Bp2 - 272p, + 448 = 0 \[ A = \[59648
(4) ap?-2tp,p,~ (a®+p2) = 0 —— 8p? - 2.17-8p,~ (8%+8%)= 0 —— 8p2 — 272p, - 576 = 0 \[ A = 304

= 27213304 - 35 p= 27215 304 _ —1362 -
sprawdzamy obie odpowiedzi

p1=2_tpzai&= 2-178-36+8 = 154 p1=2_tpzai&= 2-178(—2)+8=—_go odpada
po= 2P P - 2:17:154+36 - g5

,,z=2tp%:rp1 - 2-17-egg+154 = 2820

297-2820% = 485997 - 1 RGI = t=48599, =1

y=v-u=1-2820 = 2820

1+297-2820% = 485992
0d p,=1 w réwnaniu uproszczonym przeszli§my do poprawnej wartosci p, = 154.

D =520 520=23-9 —=1t=23 a=9 znak grupa "-4"
520 = 4(9%+7?)

- 49> +520-1° =147

@) opé - 2tpp,- (4a!-p?) = 0—= 9p? 2231 gy (4-9- )= 0—= 9p? — 467, - 35= 0 & = {3376

(2) ap? - 2tpp,+ (4a'+p?) = 0 —= 9p? = 2-231 py+ (4:9+ )= 0—= 9p? - 46p,+37=0 A =28

p=1 n=0

po=4614528 - % odpada B= 461—828 -1
v, = 2tP=py _ 22341 _ ¢
2= a - 9 -

520-52 = 114>+ 4 —=RGVI—=t =114, t,=57, =57
y=vv=57-5=1285
1+520-2852 = 64992
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PS2

— jezeli to mozliwe dzielimy D przez 4-ry i postepujemy z nowym D jak w PS1. Znajdujemy roz-
wiqzanie dla nowego D (jezeli to mozliwe) i wracamy do wtasciwego D przy pomocy A-ty,
jezeli y jest liczba nieparzystq lub wytaczamy 2% z 42 jezeli y jest liczba parzysta.

D =268 268= 16"+ 12—=1t=16 a=12 znak "+”  grupa "+4”
268=4-67=4(7%+2-3%)
67 =8 +3=72+2-3 —=1t=8 a=3 znak "+ grupa "-2"
-2-3%+67-1*=7* —=p=1 n=0
@ ap? - 2tppy+ (2a'—p) = 0 —=— 3p2 - 2-81py+ (2:3-1%)=0—= 3p2-16p,+5 =0 (A =14
(5) ap? - 2tpp,— (20 +p?)= 0 —= 3p - 2:8-1 pp— (2:3+ %)= 0—= 3pZ=16p, -7 =0 VA& =\340

pp=18%14 =5 o= 16314=%°dp0dq

=2tpgrp1 _ 2-8-35+1 = 97

Y,

67-272= 2212 + 2 —= RGIV —— ¢ = 221 3= 221
y =vrvy,= 221-27 = 5967

14 67-5967% = 488422 przeksztatcamy przy pomocy A-ty
14 67-4-5967%-488422 = 47710819272

1+ 268-291440214% = 4771081927*

D=304 304=17*+15——>=t=17 a=15 znak "+ grupa "+4”
304=4-76=4-4-19 =772 75"

To troche odbiegajgcy od zatozen przypadek. Sprébujemy znalezé rozwiqzanie dla

D=19 i wréci¢ do D=304.

19 =443=23"+1

-2:3%2419.1?’= 1> —=p=1 n=0

(2) ap? - 2tpp,+ (2 - p2) = 0 —= 3p2 - 2-41 pp+ (2-3- 1¥)= 0—= 3p2 - 8p, +5=0 A =2
(5) ap? - 2tpp,- (20" +p7) = 0 —— 3p2 - 2-4-1 pp— (2-3+ V)= 0—= 3pZ-8p,-7=0 & = \[148
8-2

t=4 a=3 znak "+”  grupa "-2"

Pu=_8-é-2_ = % odpddﬂ Po= 5 =1

,Uz=2tpgrp, - 2-4s1+1 =3

19-32=13 +2 RGIV t=13 %=13
y=vy-vy=13-3=239

1+ 19-392=1702 przeksztatcamy przy pomocy A -ty

1+419-4-392-170% = 57799%
1+304-33152= 577992

D =428 428=21*-13—=t=21 a=13 znak "-”  grupa "+4”
428 =4-107 = 4(54* - 53%)
107=10"+7= 27243 —=—1t=10 a=7 znak "+" grupa "-2"
-2:7*+107-1*= 3% —p =1 mn=0
(2) ap? - 2tpp,+ (20! -p2) = 0—= 7p2 - 2-10-1 py+ (2-7—- 1¥)= 0—= 7p2 - 20p, +13=0 A =6
(5) ap? - 2tpp,— (2a'+p?) = 0 —=7p2 - 2-10-1 p— (2.7+ )= 0—= 7p? - 20p,-15=0 A = \[820

po=—201:6 = % odpada Po= —20116 =1
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uy= 2P 210141 _
- Zptp o 210131

2

107-3%= 312 + 2 —= RGIV —— ¢ =31 v =31
y=v-v,=231-3=93
1+ 107-93%=962? przeksztatcamy przy pomocy A-ty

1+107-4-932-962% = 18508872
1+ 428-894662 = 18508872

D =452 452 =212+ 11 —=t=21 a=11 znak "+ grupa "-4"
452=4-113 = 4(7* + 8%)
113=11?-8=724+8 —=t=11 a=8 znak "-”  grupa "-1”
-8+ 113-1* = 72/82 przeksztatcamy p, w liczbe parzystq (patrz D=73)
-8*+113.82=56*—=p,=8 mn=2
@ ap? - 2tpp,— (F-pH)= 0 —= 8p2-2-11.8p,— (8°-8%)=0 ——8p2 - 176p, - 448 = 0 \[A =\[45312
ap? - 2tpp,+ (B+pH=0 —=— 8p2 - 2-11-8p,+ (85+8Y)=0 —— 8p2 - 176p, + 576 = 0 \[A =112

p= 164112 - g p = A18=112 -y

P, = 2tpza—p, = 211:18=8 _ 485 odpada p1=2tpza—p3 = 211428 _ 1g

po=2tp1a—pz - 2-11-éo—4 p

113-732=776*+1 —= RGIl— ¢t =776 2t=1552  u=1552
Yy =v-v,= 1552-73 = 113296

1+113- 1132962 = 1204353% wylqczamy 22 z 1132962
1+ 452566482 = 12043532

D =520 rozwiqzalismy juz w PS1, teraz zostanie przedstawiony inny sposdéb rozwiq—
zania tego D.
520=23-9 —=1t=23 a=9 znak "-" grupa *-4"
520=4-130
130= 112+ 9=92+7"—=1t=11 @=9 znak "+”  grupa "-1"
-9%4+130-1?=72 —=p=1 n=0
(3 ap? - 2tppo+ (@' -p)= 0 —= 9p2 = 2-111py+ (9- )= 0 —=— 9p? - 22, +8=0 \A = 14
(4) ap2 - 2tppy- (@ +p)= 0 —= 9p2 - 2111 pp— (94 %)= 0 —= 9p? =22, -10=0 V& = \B44
_22-14_ 38

pl,:%:Z D= "5g —ﬁodpudq
_2tptp, _ 2:11-241 _

v, = o =g =5

130-5%= 572+ 1 RGII t=57 2t=114, v=114

y=wu-v=114:5=570
1+ 130-570% = 2049
1+ 520-285%= 20497
D = 1480 1480 = 38’7+ 36 —= t=38 @=236 znak "+”  grupa "-4"
1480= 4370 = 4(11> + 4?)
370= 192+ 9=172+ 9> ——=t=19 a=9 znak "+" grupa "-1"
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-9%+370-1*= 17> —= p=1 n=0
(3) ap? - 2tppy+ (@ -p2)= 0 —= 9pZ —2-191p,+ (9- ?)=0 —=— 9p? -38p, +8=0 |2 = 34
(4) ap? - 2tppy— (a'+ D)= 0 —= 9p? - 2-191 p,— (9+ 12)= 0 —= 9Ip? - 38p,-10=0 A = 1804

p°=3s1;34 —4 5= 381—834 =% odpada
v2=2fp:;rp1 - 2-1%-4+1 =17
370-17%= 3272 + 1 —= RGIl — ¢ =327 2t = 654 v, = 654

y=v-v=654-17=11118
1+370-11118%2=2138592
1+ 1480-55592 = 2138592
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PS3

— sprawdzamy czy jeden ze sktadnikdw rozkladu mozna uzupetni¢ do potegi liczby a i odpo-
wiedniej grupy.

D=157 157 =13 -12—=1t=13 a=12=4-3 znak "-"

grupa “+4,-1”
157 = 11%+ 4.3 jednym ze sktadnikéw rozktadu jest podzielnik a.
- 4.3 +157-12= 112/42 uzupetniamy wyraz ”—4-3" do petnego a2

- 4122 +157 4= 44> —= p =4 n=0
To kolejny przypadek kiedy od rdwnania uproszczonego przechodzimy do poprawnego réwnania.
(@) ap? - 2tpp,- (4 - p2) = 0—=12p2 — 2134 p,= (4:12- 47)= 0 —=12p? - 104, - 32= 0 /A =\[12352
(12) ap? - 2tppy+ (4a'+p?) = 0 —=12p% — 2134 p,+ (4-12+ 4°)= 0 —= 12 p2 ~ 104, + 64 = 0 (A =88

py=104488 _g p=104=88 - 16 q0q

T 24

157-17 = 213+ 4 —— RGVIl — t=213, ¢,=106

v= 4(2-106+1)(1062+ 106+ 1)(2-106%+2-106+1) = 219233193660
y == 219233193660 -17 = 3726964292220

1+ 157-3726964292220% = 46698728731849>

D=277 277 =17*- 12— t=17 a=12 znak "-" grupa "14,-1"
277 = 9%+ 4-7*
- 9% +277-1%=14%
—3* 4 277-12= 14%/4* uzupetniamy sktadnik ”— 3*” do peinego a*
-12*+277-16% :2242/4 mnozymy przez 4-ry ze wzgledu na grupe

—4-12* +277-32% = 448°

p=32 mn=12
(@) ap? - 2tp,p,~ (43— p) = 0 —=12p2 - 2-17-32p,~ (4-12% — 32*) = 0 ——12pp? — 1088 p,~ 5888 = 0 \/A = \[1466368
(12) ap? - 2tpp,+ (403 +pD) = 0 —=12p? — 2.17-32p,+ (4-12% + 32%) = 0——12p? — 1088 p,+ 7936=0 A = 896

_ 1088+896 _ 1984 _ 1088896 _
P= Tr T P=""or =8

2tp,~ 17.8 —
b= pzap,=21713 32 _ 99

2tp-p, _ 217-20-
p= PP - 217:20-8 _ 5

vz=2tph—p, _ 2-17-?2—20 — 157

277-157%= 2613*+ 4 — = RGVIl —=— ¢=2613, = 1306
v = 4(2-1306 +1)(13062 + 1306 + 1)(2-13062+2-1306 +1) = 60907013846356860
y = v-u,= 60907013846356860 -157 = 9562401173878027020

1+ 277-9562401173878027020% = 159150073798980475849*

Mogtoby sie wydawa¢, ze mozemy poprzesta¢ na ponizszym réwnaniu, bo 277 to tez grupa -1
z grupy "14-1". Sprawdzimy ten przypadek.

- 124+ 277 - 162 = 2242

p=16 n=2

(9) ap? - 2tpp,— (@-p2)= 0 —=12p2 - 2-17-16p,— (125~ 16%)= 0 —= 12p? — 544p, - 1472= 0 A = \[366592

ap? — 2tpp+ (@P+p2)= 0 —=12p2 — 2.17-16p,+ (123 + 162)= 0 —=— 12p2 — 544p, + 1984 = 0 (A = 448
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_ 544+ 448 _ 992 _ 544448 _
P= g =g °dpada P="ror 4
2tp,-p, _ 2:17-4-
p1= pzq,p = 2 1712- 16=10
2tp-p, _ 2:17-10-
po= 2B Pr = 2217:10=4 - 58
vz=2tpa_p‘ _ 2-17-2182—10 ~785

Jak wida¢ v,= 78.5 nie prowadzi do rozwigzania. Znowu ftrafili§my na przypadek rownania uproszczo—
nego, choé w nieco inny sposéb. Oméwimy doktadnie ten przypadek.
Zanim do tego przystapimy przypatrzmy sie wartosciom v, dla liczb z grupy "+4-17,

D z grupy "+4-1" 13 29 53 61 85 109 125 149 157 181

dla "-4" mamy v, 1 1 1 5 1 25 1 5 17 97
dla "+4” mamy v, 3 5 7 195 9 6525 11 305 3631 126585

dla "-1" mamy v, 5 13 25 3805 41 851525 61 9305 385645 82596761

Tak na marginesie, widaé jak tatwo znajdowaé v, dla D = (2t+1)*+4. Dla wszystkich D z grupy “+4—-1"
widoczna jest zaleznos¢ wielkosci v, od przynaleznosci do "—4", "+4” czy "-1". To samo dotyczy od-
powiednich wartosci p,. W omawianym przyktadzie dla D = 277 mozna zauwazyé, ze w réwnaniach

- 12%+ 277162 = 2242/ 4

—4:12* + 277 - 32% = 448
wartosci p, nie spetniajg tego warunku. Poprawne pod wzgledem wartosci p, moze by¢ tylko jedno
z nich, co nalezy sprawdzi¢.
W tym przypadku dla D= 277 i "-1" z grupy "14-1" mamy:

—1+ 277-535979945% = 89204841182

—12*+ 277-8675176%=144383704% p;= 8675176 a nie 16
Pominelismy obliczenia prowadzqce do powyzszego wyniku. ZnaleZliSmy v, i y dla D= 277, czyli
v, dla "—4” z grupy "14-1" (bo v, najmniejsze). Znalezienie v, dla "+4” czy "-1”" z grupy "14-17,
a nastepnie odpowiednich p, to troche prostych rachunkéw (to podzielniki ).

Dla grup "+4-1", "+4”, "—4” dosyé¢ czesto zdarza sie, ze znajdujemy rozktad D dla tych grup bez
"+4” czy "-4" przed a (jak w omawianym przykladzie —12*+ 277-16% =224%). | prébujac rozwigza¢
takie RP ofrzymujemy w, lub p, kitdre nie jest liczbq catkowitq. Mozna powiedzie¢, ze "parzystosé” p,
wzietego do obliczen jest zbyt mata i tak jak dla D=277 wystarczy pomnozyé obie strony przez 4,
zeby tq parzystos¢ zwiekszy¢é, a mozemy to zrobi¢ dla D z grup jak wyzej. Problem ”parzystosci” do-
tyczy jednak wszystkich grup co pokazemy na paru przyktadach.

D = 521 521 =23-8 —=t=23 a=8 znak "-" grupa "-1"
521-8°=3
-8°4521-1*=3"—=p=1 n=1
(9) ap? - 2tpp,~ (@-p2)= 0 —= 8p? - 2:23-1p,— (82— 1?)= 0 —= B8p? - 46p, - 63=0 \ A =\[4132
ap? - 2tpp,+ (@+p)= 0 —= 8p? —2-23-1p,+ (82+1?)= 0 —= 8p2 — 46p, +65=0 A =6

p= 4838 - 35 p=4=8=25

Widoczne jest, ze rownanie z kidérego korzystaliSmy to réwnanie uproszczone.

-8°+521-1*= 32/82 sprawdzamy co stanie sie po takiej poprawce réwnania
- 8%+521.82= 247

p,=8 n=23
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(9) ap? - 2tp,p,- (@-pd)= 0 —= 8p? - 2-23-8p,~ (84— 8)= 0 —— 8p? — 368p, - 4032=0 \[A = \264448
ap? — 2tp,p,+ (@ +p2)= 0 —=— 8p2 - 2:23-8p,+ (84+8°)= 0 —— 8p2 - 368p, + 4160=0 \ A =48

_ 368+48 _ _ 368-48 _
Ps= g =26 Py = SE" =20
= 2152,&—24 - 2-238-26—8 = 1465 P, = Zt&a—g - 2-232-320—8 - 114
P, = Ztha_Ps - 2-23-1814—20 — 653
Py = th,a—pz - 2-23-623—114 = 37405

jeszcze raz zwiekszamy “parzysto$¢” mnozqc obie strony przez 82
—8°+521-8%= 242/ 8?
-8 +521-64”= 1927 P=64 n=5
(9) ap? - 2tp,p- (a2-p2) = 0—= 8p? - 2-23-64p,— (8 - 642) = 0= 8p? — 2944p, — 258048= 0 A = \[16924672
ap? - 2tpps+ (@?+p?) = 0 —— Bp2 — 2.23-64p,+ (85 + 64°) = 0 = 8p2 — 2944 p, + 266240 = 0 \[A = 384

py= 29443384 _ 03 p, = 2044384 _ 150

= 2tp5a—ps - 2-23-%08—64 1188 = th’&_p“ - 2-23-%60—64 ~912

p,= 2tpa—p5 - 2-23-11888—208 - 6805 Py = tha—ps - 2-23-9;2 —160 _ 5994

p,= 2BoP. 2-23-68g5—1188 =38980.25 p,=ZUPPe o 2-23-5%24—912 =29924
P, = 2tpza—p, - 2-23-29%24—5224 ~171410
po= ZBP  2:25- 171410 229924 - 95157

_2tp—p, _ 2:23-981867 —171410
=P -

v, ) =5624309

521-5624309% = 128377240%+ 1 —= RGIl —= ¢ = 128377240 v, =2t = 256754480
Y=y 1u,= 256754480 -5624309 = 1444066532654320
14521-1444066532654320% = 32961431500035201

Przy kolejnych prébach otrzymywalismy p,, ktdére nie byto liczbg catkowitq, ale koncowka to byfo
0.5. Taki wynik sugeruje, ze zwiekszenie "parzystosci” pozwoli uzyska¢ poprawny wynik.

D = 281 281=17*-8 —=t=17 a=8 znak =" grupa "-1"
281-16% =52 s ,
8 8 2
_162+281.12=52/4’2 W=2 OdPGdCI W=4

Pomnozylismy obie strony réwnania przez 4% z dwéch powodéw. Po pierwsze p, powinno by¢ parzyste,
po drugie 167 nalezy zamieni¢ w najblizszq potege liczby 8.

-8%+281-4% = 20? p,=4 n=2
(9) ap? - 2tp,p,~ (P~ pd)= 0 —— 8p2 - 2:17-4 p,- (8- 42)= 0—=— 8p? —136p,-496 =0 A = \[34368
ap? - 2tpp,+ @+ p) =0 —= 8p2 — 2.17-4 p,+ (8%+42)= 0—= 8p2 —136p,+528=0 \A =40

136 +40 _ _ 136 —40 _
16 e T

b, =
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_2tp,-p, _ 2:17-11-4 _ _2tp,-p, _ 2176 -4 _
=B b - 5 =46.25 =B b - 5 =25

D y

py= 2R - 2172576 4055

Widoczne jest, ze réwnanie z ktdrego korzystali§my to réwnanie uproszczone.
-8*+281-4% = 20%/8?
-8°+281-32= 160

ps=32 n=+4
(9) ap? - 2tp,p,~ (a3-pd)= 0 —= 8p? - 2-17-32p,~ (8° - 322) = 0—= 8p? - 1088p,~31744=0 \[A = (2199552
ap? - 2ipp,+(a®+pd)= 0 — 8p2 - 2-17-32p,+ (8% + 322) = 0—— Bp2 —1088p,+33792=0 \A =320

p,= 10884320 _ gg p, = 1088=320_ 4q
p3=2t_p,,a;&= 2-17-%8—32= 370 p3=2t_p,,a;191= 2-178-48—32= 200
= 2tp;a—p4 = 2:17:370-88 _ 1561 5 ,= 2tp;a—p. = 2:17:200-48 _ g4
P, JtLa_I)’ = 2:17- 8442200 _ 356,
po= 2P B - 2:17:3862 =844 _ 15033
,,,z=2t‘1r>%b—1o1 - 2-17-13033-3562 = 63445
281-63445% = 1063532+ 1 RGII t=1063532 v =2t=2127064

y=yy,= 2127064 - 63445 = 134951575480

1+ 281-134951575480% = 2262200630049>
Dla kazdego D nalezqcego do grupy "+1” i jakiej$ innej grupy mozemy wypisaé szereg wartosci p,
zaczynajac od y lub v, i jak mozna sprawdzi¢ w rozdziale "0 wartosciach p,” dla szeregéw zaczy-
najgcych sie od v, zawsze sq to wartosci znacznie mniejsze. Z drugiej strony kiedy poszukujemy od-—
powiedniego réwnania ORP zaczynamy “od dotu” tzn. najpierw rozktad danego D (p,= 1), potem
mozemy prébowaé p,= 2,3,4,5... lub przeksztalcenia przy pomocy A -ty. Tak postepujac w pierwszej
kolejnosci znajdziemy p, pochodzace z szeregéw zaczynajacych sie od wv,, a jeszcze czesciej réwna—
nie uproszczone z tego samego szeregu. Jak na przyktad —12*+ 277-16% = 2242

D =509 509 = 23* - 20— t=23 a=20 znak "-" grupa 4,-1”
509 = 5%+ 4-11?
- 52+ 50912 = 22%/ 42 uzupetniamy sktadnik "= 5" do petnego a2

- 202+ 509 -42 = 88%/4

-4.20%2+509-82=176> —=p,=8 n=0
() ap? - 2tpp,~ (4!~ pd) = 0—=20pZ - 2-23-8 p,— (4-20- 8%) = 0 —=— 20pZ - 368p, - 16= 0 \[ A = \[136704
@ ap? - 2tpp,+ (4a' +p2)= 0 —=20p2 — 2-23-8 p,+ (4-20+ 8?) = 0—= 20p2 — 368p, + 144=0 \[ A =352

368+352 _ (g 368-352 _ 74
40 B B

b= P="720 ~18 odpada

2tp — .23.18 —
v, = tp'& D, = 2 2‘7,2(1)8 8 = 41
509-412= 9257+ 4 —=RGVIIl —= t =925 t,= 462
= A(2-462+1)(462% + 462+ 1)(2-462% +2-462+1) = 338595122946700
y=v-v,= 338595122946700 - 41= 13882400040814700
1+ 509-13882400040814700% = 3132012208224050012
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D=109 109=10*+9 — t=10 a=9 znak "+” grupa “t4,-1”
109 = 3%+ 4.5
~3% +109-12=10%/ 4
- 4-324+ 109 - 22 = 20%/%
- 4-974+ 109 - 6% = 60 p=6 m=0.
@apg-ztppo+ (4a'=p2)=0 —= 9p2 - 2:10-6 P+ (4-9-6)=0 —= 9p? - 120p, +0 =0 \ A = 120
@ap.,z—th,pn— (4a'+p)=0 —= 9p2 - 2-10-6 py— (4-9+69)=0 —= 9p2 — 120p,-72=0 \[ A = \[16992

po= 120120 - 240 oqpq4q  p,=120120 g

_2tptp _ 2:10:046 _ 6
Y=g = 9 -9
Btedem bylo mnozenie obu stron réwnania przez 3% bo 32 to w tym przypadku al, czyli wykonalismy
przeksztatcenie jak nizej:
-a +D-1%= tz/-a,
Takie przeksztafcenie nie wnosi nic nowego i nie prowadzi do rozwigzania.
Podobnie np. jezeli a=25, a D= ¢Z+ 4-5% to nie mozna mnozyé obu stron réwnania przez 5% bo to
a!l a nie a?
W rozdziale "0 wartosciach p,” (strona 58) radzilismy przedstawiaé D na dwa sposoby.
D=109 109 =10*+9=11*-12—= t=11 a=12 znak "-" grupa t4,-1"
-3 4+109-1%= 102/42 uzupetniamy sktadnik ” 32” do petnego a2
- 1274109 4* = 40/ 4
- 4-12% + 109 - 8% = 80’

»n=8 n=0
(@) ap? - 2tpp,- (40!~ pD) =0 —=12p2 - 2:11-8p,~ (4-12-8) = 0—= 12p? —176p,+ 16 =0 | A =\30208
(12) ap? - 2tppe+ (40! +pD) =0 —=12p2 — 2.11-8p,+ (4-12+ 82) = 0 —= 12p2 ~ 176, + 112=0 A =160

po=1761160 _q4 po= 176160 - % odpada

vz 2tB=py _ 2:11-14-8 _
2w T 2~

25
109-25% = 2612+ 4 —= RGVIl —— ¢ =261, ¢,=130
vw= 4(2:130+1)(1302+ 130 +1)(2-130%+2-130 +1) = 605616978204

y=v-1u= 605616978204 -25 = 15140424455100
1+ 109-15140424455100% = 158070671986249>

D=1285 1285= 36— 11= 352+ 60 1285= 312+ 4-92 = 33%+ 4.7*
1285= 31%+ 4-9°2 wybieramy 1285=35’+ 60 —— t=35 a=60 znak "+”
—4-3*4+1285-12=312/ 4*.5* grupa +4-1"

—4-60* +1285-400%= 12400 — p,= 400 n=2
(1) ap? - 2tp.p,+ (403 - p2)= 0 —= 60p? — 2-35- 400p,+ (4-60° - 4002) = 0 =602 — 28000, + 704000 =0
@ ap? - 2tp,p,— (4ai+ p?)= 0 —= 60p2 — 2-35-400p,- (4-60° + 400%) = 0—= 60p2 — 28000 p,~ 1024000 =0
(1) V2 = 24800
(®) V& = \7025760000
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_ 28000 + 24800 _ _ 28000 - 24800 _
P= T - 40 : =50 - 20
_2tp+p; _ 2-35-440+400 _ _2tp,+ps _ 2:35-20 +400 _ 3
e 1) =520 L e 1) =
~2tp+p, _ 2:35-5204440 _ 444 _2tp+p, _ 2:35-30+20 _ 2120
=Ta T 60 B B="""g"" = 60 6
v, = th.;;rn - 2-35-2(1)4 +520 _ 795

1285-725%= 259892+ 4 — RGVIl — ¢ =25989, t,=12994

u= 4(2-12994 +1)(129947 + 12994 +1)(2-129942 +2-12994 +1) =

= 5928131824089574496796
y = v, = 5928131824089574496796 - 725 = 4297895572464941510177100
1+ 1285-42978955724649415101771002 = 1540662184324671002611062492

D=610 610= 252 — 15= 24>+ 34 610 = 23°+ 92
t=25 a=15 znak "= grupa "-1"
-9%+610-1*=23?
-3*+610-12 = 23%/5*
-15* +610-25% = 5752 =25 n=2
@ ap? - 2tp,p,- (a®-p2)= 0 ——15p2 — 2:25-25p,— (153 - 25%)= 0—= 15p2 - 1250p, — 2750=0
ap? - 2tp,p,+ (@*+pd)= 0 —=15p2 — 2.25-25p,+ (153 + 25%) = 0 — 15p2 — 1250, + 4000 = 0

@ V& = \i727500

VA& =1150
b= 1250561150 - 80 P, = 12503-01150 _ % odpada
2tp,- .95.80 —
P, = tpza Ps _ 2 251%o 25 _ 965
_ 2tp-p, _ 2-25-265-80 _
po= =Ll - i = 878
61029092 = 71847+ 1 ——= RGIl ———= ¢ = 71847 v,= 2-71847 = 143694

y = v v,= 143694 - 2909 = 418005846
1+610-4180058462= 1032398281972

Metoda uzupefniania do petnego a nie zawsze jest skuteczna. Na przyktad:
D =421 421 =21*-20 — t=21 a=20 znak "-" grupa "t4-1"
421 = 152+ 4.7* 421 =20+ 21 —= t=20 a=21 znak "+” grupa "t4-1"
- 4-7%+ 42112 = 152/32 uzupetniamy sktadnik " - 4-7" do petnego a2
—4-21* +421-3*=45%2 — = p=3 n=0
@ ap? - 2tpp, + (4a' - p?) = 0 —=— 21p% - 2-20-3p,+ (4-21-32)= 0 —= 21p2 - 120p, +75=0 \ A =90
@ ap? - 2tpp, - (4a'+p2) = 0 —= 21p2 — 2:20-3p,— (4-214 3)= 0 —= 21p2 - 120p,-93=0 \ A =\22212
p°=1201290 -5 pu=12%§9° _ % odpada
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vz=2tpgp1 - z-zoé?+3 - 22013 odpada

Metoda uzupetniania do petnego a zawiodta. Nie mozemy wyprébowaé¢ metody z parzystym a = 20
(421= 21%- 20), poniewaz w rozkladzie nie wystepuje podzielnik 5. Co nie znaczy, ze nie potrafimy
rozwiqzaé RP dla D =421 w inny sposéb (- 5%+ 421-9%= 1762/46 ——= —4-20°+ 421-576%= 11264%).

Mozna przytoczyé wiele przyktaddéw kiedy metoda uzupetniania do petnego a nie prowadzi do rozwiq-—
zania. Przyczyna jest prosta. W tych przypadkach kiedy udaje sie nam otrzymaé rozwiqzanie liczba,
ktéra uzupetnia a pokrywa sie z odpowiednim wtasciwym p,. Zdarza sie to dosyé czesto i dlatego
warto prébowa¢ szukaé¢ rozwigzania tq metodq. W te] metodzie musi tez zachodzi¢ sprzyjajgcy nam
rozktad liczby D zawierajqcy podzielnik a. Jest ona szczegdlnie skuteczna kiedy uzupetniamy réwnanie
uproszczone mnozqc je tylko przez 2%

Na stronach 38, 59, 60 oméwili§my wartosci p,, takie ktérych znajomos¢ pozwala na obliczenie v, lub
y. Ich wspblna cecha to nieograniczony wzrost poczqwszy od y lub v,, albo poczqtkowy spadek i na-
stepnie wzrost (z matymi wyjatkami). W PS3 mamy przyktady, ze istniejq p,, kiére spetniaja réwnanie

11,2,4a" + Dp?_,= m?

tylko od jakiej$ wartosci n w gdre. PokazalisSmy co mozna czasem zrobi¢ w takich przypadkach, zeby
otrzymaé poprawne wyniki, ale nie ma ogdlnej zasady jak postepowaé w takich przypadkach.
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PS4

— mnozymy D kolejno przez 2% 3% 43 5% otrzymujac nowe D, t i a. Na oryginalnym D i nowych D wy-
konujemy dziatania jak nizej, sprawdzajqc czy w wyniku otrzymali§my kwadrat jakiej$ liczby.

D:-12-1,2,4q"
D:2%-1,2,40;
D:3%*-1,2,4a;
D-42-1,2,4q"
D-5%-1,2,4a
Przez a, rozumiemy nieparzyste podzielniki oryginalnego i nowego a. llos¢ préb z oczywistych wzgle—
lest ograniczona. Jezeli te proby nie skoricza sie pomysinie wykonujemy te same obliczenia ze znakiem
plus. D-12 +1,2,4 a7
D-22+1,2,4a"
D-32+1,2,4a"
D-42+1,2,4a"
D-52+1,2,4af
llos¢ prob musimy w tym przypadku arbitralnie ograniczyé¢, najlepiej do najwiekszej wartosci n jakq
osiqga sie przy odejmowaniu. Plusem jest to, ze znamy juz wszystkie wartosci a,.

Od czasu do czasu bedzie sie zdarza¢, ze samo przemnozenie D przez te liczby da w wyniku nowe
D podlegajace pod RG co prawie koriczy obliczenia.

Na przyktad D = 371 371-4*= 77+ 7 RGIX D = 346 346-5= 93+1 RGll
Z czego wynika takie postepowanie? Popatrzmy na ogdlng postaé¢ RP:
1,2,4a0"+Dpi=m2
Bardzo czesto *1,2,4a" i p?-, majq wspdlne podzielniki (szczegélnie parzyste potegi liczby 2). W wielu
przypadkach pozwala to znacznie uprosci¢ takie réwnanie. Postepujgc jak opisano wyzej bedziemy po-—

szukiwaé tych uproszczonych réwnan, nastepnie znajdowaé prawidtowe dla danego D ORP, co praktycz—
nie koriczy obliczenia.

przyktady dla D-1*-1,2,4a"

D=43 43=7*-6=5"+2-3—=t=7 a=6 znak "-" grupa "-2"
43=6+7
43 =5+ 2.32

Ten przyktad tatwo rozwiqzujemy przez PS1, ale jest on b. dobry dla pokazania
omawianego sposobu rozwigzania.

43— 33=42 43-1,2,4a; a,=3,7
- 3%+ 43-12= 42 /2* uproszczone réwnanie uzupetniamy do petnego a3 i grupy "-2”
-2-6° + 4347 = 16” otrzymalismy ORP dla D=43 stad p=4 n=1
ap? - 2tp,p,— (22 -p2) = 0—=— 6p2—2.7-4p,— (2-67— 42)= 0 —= 6p2—56p, —56= 0 \[2 = 4480
(D ap? - 2tpp+ (2024 p) = 0 —= 6p2 - 2-7-4p,+ (2-62+ 42)= 0—=— 6p2-56p, +88=0 A = 32

P LE R - p=56-32 ;
2{p,— 7.2~

b= ph,pz=27%4=4

’Uz=2t"p‘al_p1 = 2.7'g_2 =9

43-92=59242 — = RGIV ——= t=59  y,=59
y=v-15,=99-9=>531
1+43-5312=34822
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D = 251 251 =16’-5 —= t=16 a=5 znak "=" grupa "-2"
251 = 15+ 26
251 = 3%+ 2-11%
251 - 2.5% = 12 251-1,2,4a" a, =5,13
-2:5% +251-1* = 1? p,=1 n=1

ap? — 2tp,p,~ (2a2-p) = 0 —=— 5p2 — 2.16-1 p,— (2:5°= )= 0 —=5p2-32p, -49=0 \~ = \2004
(1) ap? - 2tp,p,+ (2024 p) = 0 —= 5p? = 2-16-1p,+ (2-5°+ *)= 0 —=5p? - 32p, +51=0 A =2

p,=—:l’2i|'02 = % odpada p,=—321_02 =3
2tp,— 16-3-
P, = tp,apz - 2 1653 1_49

_2tp-p, _ 2-16-19-3
=P - i

251-1212=191724 2 — RGIV — t=1917 v= 1917
y=v-v=1917-121 = 231957
1+ 2512319572 = 36748902

v, =121

D=512 512 = 222+ 28 —=t=22 a=28 znak "+” grupa "+4”
512 = 232-17

D=2°

512 — 7°=13? 512-1,2,4a" a, =7,17

- 7 +512-12 = 132/ ¢*
- 4-28° +512-16% = 2087
(1) ap? - 2tp,p,+ (407~ p2) = 0—= 28p? - 2-22-16p,+ (4-28- 162) = 0 ——28p? — 704p, + 2880 =0 A = 416
(6) ap? —2tp,p,~ (407+p2) = 0—= 28p? — 2.22-16p,~ (4-28%+ 16%) = 0 —— 28p? — 704p, - 3392=0 A = \[875520

=16 n=1

= 704;-6416 = 20 P = 7045—6416 - 25868 odpada
2tp+ .22

p0= pia pz = 222 2208+16=32

1,z=2151r>(;]:r101 - 2-22-2%2+20 - 51

512-51*=11542—4 ——= RGV ——= t=1154 ¢,=577  w=577
Yy =v-y= 577-51 = 29427
1+512-29427%= 6658572

D=1372 1372 = 37*°+ 3 ——= t=37 a=3 znak "+” grupa "+4”
1372 = 232~ 72

1372 = 4-343=4(172%- 171%) =4 (28%- 21?) 343=7°

343 -2-3°=17%/a 1372-1,2,4a @, = 3,9

Dotychczas w przypadku nieparzystego @ w nieparzystej potedze mnozylismy obie strony réwnania przez 2* lub 4*
i jedno 2 (lub 4) pozwalato na pokazanie z jakq grupa mamy do czynienia (2 czy *4), a pozostata nieparzysta potega
2 (lub 4) uzupetniata P, w nieparzystej potedze. W tym przypadku nie jest to mozliwe, ale przeksztatcenie powyzszego
réwnania przy pomocy A -1y rozwiqzuje ten problem.

4-3% + 343-4-17% = 632*

4-3° 4+ 1372172 =632° p,=17 n=4
(1) ap? - 2tpyp,+ (405-p2)= 0 —= 3p2 - 2.37-17p,+ (4-3° = 17%) = 0-=3p? —1258p,+683=0 \[A = \[1574368
(6) ap? - 2tp;p,—(405+pD)= 0 —=3pZ - 2.37-17p,— (4-3°+ 17%) = 0—3p? - 1258p,- 1261=0 \[A = 1264
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_ 1258+ 1264 _ 2522
p‘-_ 6 - 6

odpada P, = 1258 -1264 =—1

6
ps=2tpa|-p5 _ 2-37-(3—,1)+17 ~ _19
p2=2tpa|-p4 _ 2-37-(—319)+(—1) — _469

p1=2tp,;-p, _ 2-37-(—4369)+(—19) = -11575

po= HB B 23T (STIST5)4(-469) __pusss
v, = th‘};p’ _ 2-37-(—285%73) +(-11575) _ —7050459

1372 - (-7050459)* = 261152656 %~ 4 —= RGV —= t = 261152656

t,=130576328 v, = 130576328
Y = v, = 130576328 -(-7050459)= —920623046934552
1+ 1372 -(-920623046934552)* = 34100354867927167>

D=91 91=10"-9 ———=t=10 a=9 znak "-" grupa "+1”
91 =9+ 10

91 = 46" - 45"= 10*- 3’

91- 3*=82/A  jak dla D=1372 91-1,2,4a; @, =359

3°+91-4.82= 1552
9%+ 91-162 = 1552

p,=16 n=1
(9) ap? - 2tp,p,~ (02-p3)= 0 —= 9p? - 2-10-16p,— (9°= 16%)= 0 —= 9Ip? - 320p, + 175= 0 A = 310
ap? - 2tp,p,+ (a?+pd)= 0 —= 9p? — 2.10-16p,+ (9%+ 162) = 0 —= 9p? - 320p, + 337 = 0 (A = \[90268

= 32014%310 - 35 = 3201—8310 =1_8 odpada
2tp,-p, _ 2:10-35 - 16

=Py = =2 =2 =76

v2=2tp.a—p1 - 2-10-;6—35 = 165

91-165%= 15742 =1 —= RGl —— y,= 1
y=v-v,=1-165=165
1+91:1652=15742

D = 407 407 = 20*°+7 —= t=20 a=7 znak "+” grupa "+1”
407 = 212- 34 407 = 11-37
407 = 204%- 203% = 24%- 13?
407 -7° = 8? 407-1,2,40 a,= 7,17
-7 +4071* =8 —» p,=1 n=1
(3) ap? - 2tp,p,+ (02-p2) = 0 —= 7p? - 2:20-1p,+ (72— 1*)= 0 —= 7pZ —40p, +48=0 VA = 16
(4) ap? - 2tp,p,- (@+p3)= 0 —= 7p? - 2:20-1p,— (7°+ 1*)= 0 —= 7p? - 40p, -50=0 \& = /3000

p=40416 - 4 p = 40— 16 =% odpada
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2tp+ 2-20-4 +1
po= =B = ST 23

v =2tpg;zz, - 2-20-%3+4 = 132

2

407-132%= 266321 = RGI - =1
y=v-v=1-132= 132
1+407-1322 = 26632

Przyktady dla D-22-1,2,4a

D-32-1,2,4a"

D-4%2-1,2,4q"

D:5%-1,2,4a"
D=193 193=14"-3—t=14 a=3 znak "-” grupa "-1”
193 = 122+ 72 193 = 13*+ 24
193-22 =772 =282-12=27"+43 772 -1,2,4a} a, =3

193.2%2- 3° = 232
-3°4193-22=23 — = p,= 2 n=3

@ ap? - 2tp,p,— (@*-p3) = 0 —— 3p2 — 2-14-2p,— (3*-2%)= 0—=3p2 - 56p, - 77 =0 & =\4060
ap? — 2tp,ps+ (a*+p2) = 0 —= 3p2 - 2.14-2p,+ (3*+2%)= 0 — 3p? - 56p, + 85 = 0 V& =46
p,:%:ﬂ Ps = 565“:% odpada
, = 2tp3a—p4 - 2-14317—2 - 158
1=HLa_p’= 2-14-3158—17 = 1469
. thhl—pz _ 2-14-13469—158 — 13658
vz=2—t2"(§& - 2-14-133658—1469 = 126985

193-126985% = 1764132° + 1 —= RGIl —— t= 1764132 v =2t= 3528264
Y =y = 3528264 - 126985 = 448036604040

1+ 193-448036604040% = 6224323426849

D =349 349=19*-12—=1t=19 a=12 znak "-" grupa "-1”
349 = 18%+ 57 349 = 182+ 25
349-2% = 1396 = 372+ 27 = 382-48 1396-1,2,4af a, = 3,5,9,25,27
349-2° - 3* =372

- 3%+ 349-22 =372 / 4 uzupetniamy sktadnik ”3*” do petnego a?

-12%+ 349-162=296* —= p,= 16 n =1
(9) ap? - 2tp,p,~ (@-p2) = 0—=12p2 - 2-19-16p,~ (122~ 162) = 0 —=12p7 — 608p, + 112= 0 A = \[364288
ap? - 2tp,p,+ (@2 +pd) = 0 —=12p2 - 2-19-16p,+ (122+ 16%)= 0 —=—12p2 - 608p, + 400 = 0 (A = 592

p, = 808592 - 5 p,= 808592 - 18 odpada
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2tp, - 2-19.-50 — 16
p="P P - Ty =157
vz=21f»‘1o%b—1o1 _ 2-19-}37-so= 493
349-493%2=921024+1 ————= RGIl —= ¢ =9210 v,=2t= 18420

y=v-v= 18420-493=9081060
1+ 349-9081060% = 1696482012

D=179 179=13*+10 —— t=13 a=10 znak "+” grupa "-2"
179 = 92+ 272 179 = 14*- 17
179-2%2 =716 =27%-13=26%+40 716 -1,2,4a a,= 5,17 odpada

179-32= 1611 =402+11=412-70 1611-1,2,4a" a,=5,7,11
179-32-2.11% = 37?

-2-11*+1611-1% = 372 przechodzimy do nowego D=1611=40%+ 11
stad p,=1 n=0 t=40 a=11 znak "+” grupa "-2”

(2) api - 2tpp,+ (2a'-p) = 0—= 11p2 — 2.40-1 py+ (2-11-1)= 0—= 11p? - 80p, +21=0 \ & =74
(5) ap? - 2tpp,— (20! +p?) = 0 —= 11p2 - 2-40-1 p,— (2-11+1)= 0—= 11p? - 80p, - 23=0 \ & = \7412

. 80;—274 =7 . 802—274 _ 252 odpada
_2tptp, _ 2:40-7+1 _

Vv, = = 11 = 51

1611-512= 20472 +2 ——— = RGIV ——= t= 2027 v, = 2047

y = v-v,= 2047-51 = 104397

1+1611-104397% = 41902102

1+179-3131912 = 4190210* wracamy do oryginalnego D

D=1061 1061=332-28 —=t=33 a=28 znak "-" grupa “"t4,-1”

1061 = 31% + 4.5° 1061 = 322+ 37
1061-2% = 4244 =65"+19=662-112 4244 -1,2,4a2 @, = 7,19,37  odpada
1061-3% = 9549 = 98255 = 972+ 140 9549 —1,2,4a] @, = 5,7,11, 37 odpada
1061-42 = 16976=130°+76= 131°-185 16976 -1,2,4a" a, = 5,7,19, 37
1061-42 - 7°=132
- 7%+ 1061-42=13% /4.4
—4-28%+1061-256%* =832 —= p, =256 n=3
@ ap? - 2tp,ps— (4a*-p2)= 0 —=— 28p2 - 2-33-256p,— (4-28*-256%) = 0 —= 28p2 — 16896, — 2393088 = 0
@ ap? - 2tp,p,+ (4a*+p2)= 0 —= 28p2 - 2-33-256p,+ (4-28*+256%)= 0 — 28p2 - 16896p; + 2524160 = 0

(@) Va = 553500672

(2 Va =1664
= 168961664 _ 18:660 odpada py= 188961664 _ 57,
P, = 2tpa—p4 - 2-33-227§ =256 _ g3
1=2tp+a_p3 - 2-33-523§ =272 _ 1480
°=2tp1_a—pz = 2:33:1480-632 345
v,= ZtP.a—p, - 2-33-33%6—1480 - 8117
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1061 -81172= 2643952+ 4 —= RGVIl —= t = 264395 ¢,= 132197
v= 4(2:132197 +1)(1321972+ 132197+ 1)(2-1321972 +2-132197+1) =
= 646005467802903471100379780
y = v, = 646005467802903471100379780- 8117
= 5243626282156167474921782674260
1+1061-5243626382156167474921782674260 =
= 1708006156646353325643305178818012

D=137 137=12°-7 —=t=12 a=7 znak "-" grupa "-1”
137 = 112+ 42 137 =11+ 16

137-2% = 548 =232+ 19=242-28 548 -1,2,4a a,= 7,19 odpada
137-3%2 = 1233=35%+8 = 36°-63 1233 -1,2,4a" a, = 3,7,9,63 odpada
137-4% = 2192=47*-17= 46+ 76 2192-1,2,4a" @, =7,17,19  odpada
137-52 = 3425 =592 -56= 582 + 61 3425-1,2,4a" a, = 7,61

137-52- 7%= 32*%
-7*+137-5%= 322 —=p,=5 n=2
@ ap2 - 2tp,p,— (@®-p2)= 0 —=7p2 - 2-12.5p,— (7°-5*)= 0—=T7p2 - 120p, - 318=0 VA =\23304
ap? - 2tp,p+ (@+p2)= 0 —=7p2 — 2:12-5p,+ (73 +52)= 0 —= 7p2 - 120p, + 368=0  \& = 64

p= 120584 = I8 adpada p= 05 =y

2tp,~ 2.4 -
P, = tp,ag= 21274 5_ 13

- 2tp,a—pz _ 2-12-713—4 - 44

=2tp'&_p' - 2-12-1;4-13 = 149

b,

Y,

137-1492=1744*+ 1 ———= RGIl —= t= 1744 v,= 2t= 3488
y = -, = 3488-149=519712
1+137-5197122= 60830732

D =541 541 = 23+ 12—=t=23 a=12 znak "+” grupa "14,-1"
541 = 212+ 4-5° 541 = 24*- 35
uzupetnianie 4-5% przez 7% nie prowadzi do rozwiqzania

541:2%2 = 2164 = 47— 45= 467+ 48 2164-1,2,4a a,= 3,5,7,9,15 odpada
541-32 = 4869 = 702-31= 1082+ 140 4869-1,2,4a @, = 3,5,79,27,31 odpada
541-4% = 8656 =932+7=942-180 8656 -1,2,4a" @, =3,5,7,9 odpada

541-5%=13525=116%+69=117%-164 13525-1,2,4a) a, = 3,5,7, 23, 41
541-52— 4-3° =103*
- 4-3°+541-5%= 1032/46 uzupetniamy sktadnik "= 4-3°” do petnego a2
- 4-12°+ 541-320%= 6592° —= p,=320 n=4
@ ap? - 2tp,p,+(4a’-p2)=0 —=— 12p2 - 2-23-320p,+ (4-12° - 320%) = 0 —12p? — 14720p,+ 892928 =0
@ ap? -2tpp,~(4as+pd) =0 —=—12p2 — 2:23-320p,— (4-12%+ 320%) = 0— 12p2 — 14720p,— 1097728 =0

(DVa = 13184
(6) V& = 269369344

P, = 14720+ 13184 _ 27904
* 24 24

odpada , = W =64
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po= thal-ps _ 2-23-1624 +320 _ 0y

B, = 21,‘103-]-1)4 _ 2-23-12;2 +64 _ 1048

p1=2tp+a:l-p, - 2-23-1?§8+272 = 4040
o=m‘#z _ 2-23-401420+1048 15574

1)zzztp,:;qa, _ 2-23-1515;4+4o4o — 50037

541-60037% = 1396425+ 4 ——= RGVIl — ¢, = 698212

v= 4(2-698212 +1) (6982122 + 698212+ 1) (2-698212% + 2- 698212+1) =
= 2654960602982662526062047383700
y = vy = 2654960602982662526062047383700- 60037 =
= 159395869721270110077187138775196900
1+ 541-1593958697212701100771871387751969002 =
= 3707453360023867028800645599667005001

przyktady dla D-1%+1,2,4a;

D=964 964=31+3 —=1t=31 a=3 znak "+” grupa "-4"
964 = 4(15° + 42) 964 = 302+ 64
964-12= 31243 =322-60 964 +1,2,4q" a, =3

4-3°+964-1"=44* —=p=1 n=3
(1) ap? - 2tp,py+(4aP~pB)= 0 —= 3p2 - 2.31-1p,+ (4:3* = 2)= 0——=3p2 -62p,+323 =0 \[A =\4155
(6) ap? - 2tp,p—(4a*+pD) =0 —= 3p2 - 2.31-1py— (4-3*+ 12) = 0-—3p? -62p,-325=0 \a = 88

B = 62-;88=25 p3=@=%

=2tp,;p. - 2-31-325+1 =517

odpada

Db,

2tp,+ .31.

1

P, = thla'J'_'Pz - 2'31'10§93 +517 = 221161
0,2 2P 2312211641069 _ 4574595

964 - 4574225% = 142022136 *+ 4 ——= RGVI —= ¢ = 142022136 wv,=t,=71011068
y=v-v,= 71011068 - 4574225 = 324820602522300
1+ 964-324820602522300% = 100851435570012492

D =683 683 =26+7——1t=26 a=7 znak "+” grupa *-2"
683 = 2-112+ 212 683 = 27%—- 46
683-12=26%2+7 =27%-46 683 +1,2,4a a, = 7,23

2-7°+683-1?=37" —= p,=1 n=1
ap? - 2tpp,+ (202-pd) = 0—= 7p2 = 2-26-1p,+ (2-72=12)= 0—= 7p2-52p, +97=0 A = \[5420
(1D ap? - 2tpp,— (2a4+p) = 0 —= 7p? = 2-26-1p,- (2-7412)= 0—= 7p2-52p, - 99=0 & = 74
_52-74 _ -22

p;%:g P 12 a4 odpada
2tp, +p, .26-
P = PaP - 22679+1 - 67
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v, = 2Pt P Lyw: 499

683 - 4992 =1304124+ 2 —— RGIV — ¢ = 13041 v,= 13041
y =vyru,= 13041- 499 = 6507459
1+ 683-65074592= 1700676822

przyktady dla D-22+1,2,4a;

D-3%+1,2,4q]
D-42+1,2,4a
D:5%+1,2,4a
D =209 209 = 14’4+ 13—=t=14 a=13 znak "+” grupa "+1”
209 = 152 - 16
209 = 104%- 103%= 152- 4?
209-22 = 836 =29%-5 = 28%+52 836 +1,2,4a" a, =513

5° + 209-2% = 317
5°+836-12 =317 przechodzimy do nowego D
836 =29"-5—=— ¢t=29 a=5 znak "-" grupa "+1”
stad p,=1 n=1
(9) ap? - 2tp,p,~ (@2-pf)= 0 —— 5p? - 2:29-1p,~ (5°~ 1!)= 0 —= 5p2-58p, - 24=0 VA = 62
ap? - 2tp,p,+ (@2+p) =0 —= 5p2 - 2.291p,+ (5°+1?)= 0 —= 5p?-58p, +26=0 \A =\2844
58462 _ _58-62_-4

b= 10 P, = 10 0 odpada
pn=2tp,a—p2 _ 2-29-512—1 — 139

836-16102 = 465512~ 1 —————= RGI ——= 4= 1
y=v-v=1-1610=1610
1+836-1610% = 465512

1+209-3220% = 465512 wracamy do oryginalnego D

D =536 536 =23+7 —=t=23 a=7 znak "+” grupa "+1”
536 = 2°(34% - 33%) 536 = 24*- 40

536-22 = 2144 = 46 +28 = 47°-65 2144+ 1,2,40"  a,= 57,13 odpada
536-3% = 4824 =692+63=70°-76 4824 +1,2,4a" a, =3,579

7* + 536-32=85* —= p,=3 n=2
(3) ap? - 2tp,p,+ (@-p2)= 0 —= Tp2 -2.23-3p,+ (7°-3))= 0 —= 7p? - 138p, + 334=0 A = \9692
(4) ap? - 2tp,p,~ (@P+p)= 0 —= 7p?—2.23-3p,— (7°+3%)= 0 —= 7p2-138p, - 352=0 VA =170

138+ 170 _ o5 138-170 _ =32

=" D= 12 14 odpada

101:21,‘103-!-1)3s - 2-23-722 +3 _ 145

po=2t21;pz _ 2-23-;45+22 = 956

1,2=2t1gqc:rp, - 2-23-gss+145 = 6303
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536 - 63032= 1459252 — 1
y=v-v,=1-6303 =6303
1+536-6303% = 1459252

= RGI

- =1

D=2385

385 = 193%-
242 + 385-12 = 312

385=20"-15—=1t=20 a=15 znak "-” grupa "+1”
385 =19+ 24 385=5-7-11
192%= 417 - 36% = 317 - 247 = 23* - 12?
nie prowadzi do rozwigzania
12% + 385-1% = 232/22 nie prowadzi do rozwiqzania
385-2% = 1540 = 392+ 19 = 40*-60 1540+ 1,2,4a} a = 3,519 odpada
385-3% = 3465=592-16=58%+101 3465+1,2,4a a, = 3,5 odpada

385-42 = 6160 = 782 +76 = 79°—81 =792-3* sprawdzamy
3*+ 3854 = 79%/5*

15* + 385-100% = 1975> —— p,= 100

n=2

(9) apz-2tp,p,- (¢~ p2) = 0 — 15p2 - 2:20-100p,~ (15°~100%)= 0 —= 15p2 — 4000p, + 6625 = 0

ap? - 2tp,p,+ (a*+ p2)
(9) V& = 3950
V2 =\15197500

=0—= 15p2 —2-20-100p,+ (15°+100%)= 0 —= 15p2 — 4000p, + 13375=0

= 400056 3950 _ 965 5= 40%0-3950 _ % odpada

1=2tpza—p, - 2-20-1225—100 =700

2tp, - .90-700 —

. zzja P, _ 2-20 71050 265 _ 1849

vz=2tpoa—p, - 2-20-1185;19—700 - 4884
385 - 48842 = 958312—= 1 ————= RGl —= =1
Yy =v-vu,= 1-4884 = 4884
1+ 385 -4884% = 958312

D =1005 1005=32-19 —=1t=32 a=19 znak "-" grupa "+4-1"

1005 = 312+ 44 1005 = 3-5-67

1005 = 503*- 502°= 56117*— 56108°= 20213*- 20188> = 2357%— 2132*

1005-2% = 4020 = 632+ 51 = 64%2-76 4020 +1,2,40 a,= 3,11,17,19 odpada
1005-3% = 9045 = 952-20 = 962+ 171 9045+1,2,4a" a, = 3,5,9,11,19 odpada
1005-4% = 16080 = 1272 — 49 = 1267+ 204 16080+1,2,40" @, = 3,5,11,19  odpada
1005-5% = 25125=159%2-156 = 1582+ 161 25125+1,2,4a" a,= 3,7,11,13,19

4-192+ 1005-5%= 163> —= p,=5 n=0

(@) api - 2tpp,— (4a - p?) = 0 —=19p? - 2-32-5p,~ (4-19-52)= 0 —= 19p2 - 320p, - 51=0 \ A =326
(2 ap? - 2tpp,+ (4a'+p?) = 0—=19p? = 2-32.5p,+ (4-19+ 59 = 0 —= 19p2 - 320p, + 101=0 \ A = 94724

B= 3203-5326 =17 o= 32%5 326 _ % odpada
_2tp,-p, _ 2-32-17-5 _
’Uz——p"a—BL = T =57
1005-572= 18072 - 4 = RGVII - t,=903 = 2t,(t,+1)=2-903(903 +1) = 1632624

y = v-v,= 1632624 .57 = 93059568
1+ 1005-930595682 = 29501497612
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PS5

— przeksztatcamy rozktad danego D przy pomocy A -ty i sprawdzamy czy nowe a pozwala na
kontynuawanie obliczen.

D=1277 1277 =36-19 —=1¢=36 a=19 znak "-” grupa "+1”
1277 = 35*+ 52
1277 = 11* + 4-17?
1277 - 4172 =112 =0/
16-17*+ 1277- 4- 112 = 1398%/:4
4-17*+1277-11% = 6992
1277-11* = 154517 = 393*+68 —=t =393 a=68=4-17 znak "+” grupa "+4”
4-17* + 154517 -12 = 6997/ 4*
4-68*+154517-162=11184*— p,=16 n=2
@ ap? - 2tp,p,+ (4a®— p2)= 0 ——68p2 — 2-393-16p,+ (4-68° — 162)= 0 —=—68p2 - 12576p,+ 1257472 =0

(6) ap? - 2tp.p,- (403+ p?)= 0 ——68p2 — 2-393- 16p,~ (4-68° + 16%) = 0—=— 68p? — 12576 p,~ 1257984 = 0

(1) Va = \-183876608
(6) \a = 22368

py= 12576422368 _ 34944 g4, p, = 1257622368 _ _,

b= thza-,l-p! _2:393 (E;Z)HS = _832

. ztpgpz _ 2-393(—ggz)+(—72) _ _9s18

vz=2tp,a-ll-p1 _ 2-393(—92188)+(—832) - 111185
Sprawdzamy czy rozwiqzaniem dla D= 1277 bedzie v,= -111185 (wyjasnienie na nastepnej stronie)

1+1277-(-111185)*= 3973211.1822
154517 +(=111185)? = 437053232~ 4 —— RGVIl — ¢,= 21852661

v, = 2-21852661(21852661+ 1) = 955077629267164

y = v-v, = 955077629267164 -111185 = 106190306210069629340

1+ 154517 - 106190306210069629340% = 41741976277195612208649° wracamy do D = 1277
1+1277-1168093368310765922740% = 417419762771956122086492

D =134 134=12~10—=t=13 =10 znak "+" grupa "-2"

134=6%+2-72  134=11"+13

134-2.7"-6%=0 /2

4-7*+134-2%62= 170%/:4 134-2%= 536 = 23°+ 7

7% +536-32=85—= p,=3 n=2 t=23 a=7 znak "+” grupa "+1”
(3) apz-2tp,p,+ (a-p2) = 0—= 7p2 - 2:23-3p,+ (7°-3")= 0 ——7p? —138p, + 334=0 \[A =\9692
(4) apz-2tp,p,— (aP+p2) = 0 —= 7p? - 2.23-3p,— (73+3%)= 0 —— 7p? - 138p,-352=0 \ A =170

p= 138170 p,= 1385100 = 32 oqpada
p,= 2B = 22532243 _ 145

B, = th,‘;rpz = 2:23:145422 _ g5

=2tp.;;p, _ 2-23-9755 +145 _ o202

v,
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Sprawdzamy czy rozwiqzaniem dla D= 134 bedzie v,= 6303 (wyjasnienie ponizej)
1+134-6303%= 72962.50001%
536 - 6303% = 1459252 — 1 ———— RGl — w,= 1
y=v-v,=1-6303=6303
1+ 536 -63032 = 1459252  wracamy do D = 134
1+134-12606% = 1459252
D=211 211 =15~ 14—=t=15 a=14 znak "+” grupa *-2"
211=7%42-92 211 = 14*+ 15
211-2:92-7=0/a
4-9%+211-.2%7%= 260° 211.2°=844=29’+3 —=1t=29 a=3 znak "+” grupa "+4”
4-3%+844.7°= 260> — p,=7 n=56
@ ap? - 2tp,py+ (47— p2)=0 —=3p2 - 2:29-Tp,+ (4-37 - 7%) = 0—=3p2 - 406 p,+8699=0  \ A =\60448
@ ap? - 2tp,p,— (4a7+p2)= 0 ——3p2 — 2.29-7p,— (4:37 + 7?) = 0—3p2? —406p,—8797=0  \[A =520

= 4064520 _ 926 oqpoq  p, = 4065520 - _yg

p5=2tp,a+p, _ 2-29-(3—)19)+7 - _385

—-7063

_2tptp,  2-29-(-365)+(=19) _
p=—g e = 3 =

_ tha-l-ps _ 2-29-(—7o§3)+(—365) 136673

Ds

o thal'p‘« _ 2.29.(—1366373)+(—7063) — —2644699

», =%a-,l-_pl _ 2-29-(—26446%9)+(—136673) — 51176405

o =M1a#’z _ 2:29-(-51 1764035) +(-2644699) = —990292063

v =2tp(:1-1|-p1 _ 2-29-(—99029206:%) +(-51176405) = —19162705353

2

Sprawdzamy czy rozwiqgzaniem dla D= 211 bedzie v,= —19162705353 (wyjasnienie ponizej)
1+211-(-19162705353)* = 278354373650>
Przy okazji skorczymy obliczenia dla D= 844.

844 - (-19162705353)% = 556708747300~ 4 —= RGV —= t = 556708747300
t,=278354373650 wv,= 278354373650

Y = vy, = 278354373650+(—-19162705353) = —5334022845973817148450
1+ 844 -(-5334022845973817148450)% = 1549623146601676286449992

Kiedy przeksztatcamy oryginalne D przy pomocy A -ty to nowe D staje sie iloczynem oryginalnego D
i liczb w potedze drugiej. Po rozwigzaniu RP dla nowego D wigczamy te liczby w y? i otrzymujemy
rozwiqzanie dla oryginalnego D. Problem w tym, ze nie zawsze bedzie to rozwiqzanie najmniejsze. Na
stronie 8—mej om6wiono to szerzej. Zeby tego unikngé¢ nalezy sprawdzaé czy w, obliczone dla nowego
D nie jest juz przypadkiem y dla oryginalnego D. W naszych przyktadach potwierdza sie to dla D= 211,
a dla pozostatych dwéch daje pewnos¢, ze wigczajqc kwadratowe sktadniki nowego D w y mamy do
czynienia z rozwiqzaniem najmniejszym,
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PS6

— sprawdzamy czy D jest postaci Dy-k?i jezeli tak, to mozemy sprébowa¢ rozwiqza¢ RP dla D,
i sprawdzié¢ czy w y lub x wystepuje podzielnik k. Takie postgpowanie kontynuujemy dla kolej—
nych rozwiqzarn D;, az do skutku.

D =931 931 =312-30 —=t=31 a=30 znak "-" grupa "+1”
931=19.7* 931 = 30* + 31

D, =19 rozwiqgzano strona 35

1+19-392=170? przeksztatcamy to réwnanie przy pomocy A -ty

1+19-4-392.1702=57799% otrzymalismy drugie z kolei rozwigzanie w ktérym
37799 =7-8257 wiec powtarzamy przeksztatcenie przy pomocy
A -ty
1419:4-4-392-170%.7%-8257%= 66814488012 Jest to 4-te z kolei rozwigzanie dla D =19.
1+931-218975640 % = 66814488017
Mozemy jeszcze sprawdzi¢ czy 3—cie z kolei rozwiazanie nie zawiera 72 W rozdziale

“Rozwiqzania wieksze od najmniejszego” opisano odpowiednie postepowanie.
1+19-84319%2= 3675382 ani x ani y nie dzieli sie przez 7 w 3—cim kolejnym
rozwiqzaniu

D=2338 338=18"+14—=t=18 a=14 znak "+” grupa "-1”"
338=2.13? 338 =19"-123

D=2

142-22=3% 1
1+2-12* =177 2
1+2-70%=99" 3
1+2-408% =577% 4
1+2-2378%= 33637 5
1+2-13860%=19601° 6
1+2-80782%=114243% 7 dopiero w rozwiqzaniu numer 7 w y wystepuje
80782=13-6214 podzielnik 13

1+ 338-62142= 114243

D =504 504=222+20—= t=18 a=14 znak “"+” grupa "+1”
504 = 14-6° 504 = 232 25

D= 14

1+14-42=15% /a

1+ 14-120% = 4492

120 =6-20

14 504-20% = 4492

D= 1587 1587 = 40*- 13 —=t=18 a=14 znak “+” grupa “+1”
1587 = 3.23* 1587 = 39% + 66

D=3

143-4=7"/n 1

1+3-562=972 2

14+3-209%=3622 3

1+3-7802=13512 4

—str 90—



D,=3

143-482=7/n 1
1+3-562=97? 2
1+3-209%=3622 3
1+3-780%=13512 4
1+3-29112=5042% 5
1+3-108642=18817" 6
1+ 3-40545% = 702267 7
1+3-1513162=262087" 8
1+3-5647192=978122% 9 dopiero w rozwiqzaniu numer 9 w y wystepuje
564719 =23 - 24553 podzielnik 23

1+ 1587-245532= 978122

D=279 279=17"-10—=t=17 a=10 znak "+” grupa "+1”
279 = 16>+ 23
279 = 31-3?

D,= 31 rozwiqzalismy (strona 35)
1+ 31-273*=1520°

1 +31-3%.7-13"=1520°

1 +279-91°=1520"

D =369 369=19"+8 —= t=19 a=8 znak "+” grupa "+1”
369 = 20% - 31
369 = 41- 3

D,= 41 rozwiqzalismy (strona 65)

1+ 41-320°=2049"

1+ 41-320%= 3% 683 /a

1+ 41-320% 4-3%683°=8396801*

1+ 369-437120*=8396801°

Do liczb postaci D,-k* jeszcze wrécimy w PS8 rozpatrujac przypadki kiedy D, podlega pod RG.
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PS7

— czesto wystepujqgce wartosci p,

przypatrzmy sie wartosciom p, dla ponad 30—tu kolejnych D (z pominieciem D podlegajacych RG).

Grupa
D=103=10*+3 |p,=7 p,=1 p,=1 p=-17=2t-a +2
D=106=10+6 | p,=34 p,=10 p,=4 p,=-20 -1
D=107=10%+7 v,= 3 Py=1 p,=1 p,=—-13=2t—-aq -2
D=109=10%+9 | p,=11 p,=5 p,=—1 +4-1
D=111=112-10 | p,=2 p,=—16 +1
D=112=112-9 | p,=5 p,=2 p,=—1 p,=-40 +1
D=113=112-8 | p,=4 p,=8 -1
D=114=11*-7 | p,=1 p,=1 p,=15 -2
D=115=112-6 | p,=8 P, =2 p,=—4 +1
D=116=11*-5 |p,= p,=7 -4
D=118=112-3 | p,=7 p,= p,= p,=19=2t-a -2
D=124=1124+3 | p,=5 p,=1 ;=7 +4
D=126=112+5 | p,=2 p,=1 p,=—12 +1
D=127=112+6 | p,=14 p,=4 p,=—4 +2
D=128=112+7 | p,=1 p=-1 +4
D=129=11>+8 |p,=16 +1
D=130=1124+9 | p,=2 p,=1 p,= —4 -1
D=131=112+10 |p,=4 p,=2 p,= —4 -2
D=133=12-11 |p,=7 p,=3 p,= -5 +4
D=134=12-10 |p,=14=2t-a | p,=6 p,= 4 -2
D=135=12-9 |p,=3 p,=0 p,=-27 +1
D=137=12*-7 |p,=13 p,=4 p,=5 -1
D=139=12*-5 | p,=7 P,=3 -2
D=149=12*4+5 | p,=1 p,= p,=-19=2t-a +4-1
D=151=12*+7 | p,=23 +2
D=153=12+9 | p,=24 P,=9 p,=0 p,= 81 +1
D=154=12*+10 | p,=48 p,=28 +1
D=155=12*+11 |p,=4 +1
D=157=13*-12 | p,=8 p,=4 P,=8 +4-1
D=158=13"-11 |p= +2
D=159=13-10 |p,=16 p,=6 p,=—4 +1
D=161=13*-8 |p,=8 p,=16 +1
D=162=13-7 |p= Pp,=5 -2
D=163=13*-6 | p,=8 =4 —2
D=164=13*-5 | p,=1 p=1 p,=21=2t—a -4

Powyzsze wartosci p, dla D nalezqcych do grupy “+1” i jakiej$ innej grupy nalezq do ciagu zaczy-
najgcego sie od v, (bo najmniejsze). Ponadto sq to poprawne wartosci w tym sensie, ze nie pochodzq
z réwnan uproszczonych. Na pierwszy rzut oka mozna zauwazyé, ze czesto p, jest réwne 1, 2, 4, 8,
16... czyli 2“ poczqwszy od k=0, Nastepnie mozna dostrzec p,= 2"t 1 i rzadziej p,= 2t 2, czy *4.
Jest tez kilka przypadkéw p,= 2t—a. Bardzo mozliwe, a raczej pewne, ze bywajq to zaleznosci przy—
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padkowe, ale juz sama ich ilos¢ sktania do rozwigzania RP metodq préb. Znaki minus przy warto—
$ciach p, nie majq znaczenia przy prébach znalezienia rozwiqzania, bo w ORP mamy p?.

Przypatrujqc sie tym i innym wartosciom p, mozna dopatrywaé¢ sie zwiqzkdw miedzy podzielnikami
t, a i p,, ale na razie niech wystarczy to co wymienilismy. Mozna dodaé, ze nadzwyczaj czesto mamy
P, = 2%, jezeli a jest parzyste.

W rozdziale “Wartosci p, dla poczatkowych D” mozna przesledzi¢ te zwiqzki na wigkszej liczbie D.
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PS8
— dotyczy przypadkdw kiedy p,= 0.

Jak tatwo sprawdzi¢ dla D podlegajgcych pod RGI do RGVIll zawsze p,= 0, a dla RGIX do RGXl zawsze
= 0. Traktujemy to jak ciekawostke, bo do obliczenia y w tych przypadkach znajomos¢ p, nie jest
nqm potrzebna.

Przyktady:

RGI gr "+1” D =24=5%-1 Po= D =63=82%-1 P=0
RGII gr "-1” D=26=5%+1 Po=0 D=65=8%+1 ;=0
RGII  gr "+2” D=23=5%-2 Po=0 D=62=28%-2 P=0
RGIV  gr "-2" D=27=5%2 =0 D=66=8%-2 ;=0
RGV gr "+4” D=32=(2:3)*-4 Po=0 D=60=(24)*-4 P.=0
RGVI  gr "-4” D=40=(2-3)*+4 D=0 D=68=(2:4)*+4 D=0
RGVIL  gr "+4” D=21=(22 +1)2-4 p,=0 D=77=(2-4+1)’-4 p,=0
RGVIl  gr "+4-1" D=29=(2-2 +1)*+4 p,=0 D=85=(24+1)’+4 p,=0
RGX  D=220=15-12  p=0

RGX  D=230=15+12  p=0

RX  D=215=15-253 p=0

RX  D=235=15+252 p=0

4-15

RGXI  D=205=15"-*32 p;=0
RGXI  D=245=15+42  p=0

Z przypadkiem p,=0 mamy tez do czynienia kiedy D da sie przedstawi¢ w postaci:

D=2 4 4L 4t2 (t2 . 2¢% pomijamy, bo nie wplywajq na

7 wartes¢ @ tylko n ) to n nie ma nic wspdlnego z p,

Przypusémy, ze mamy do czynienia z D, ktére mozna tak przedstawi¢. Zachodzq tu dwa przypadki:

— D miesci sie pomiedzy t? ¢ i tatwo jest sprawdzi¢, ze taki wiasnie przypadek zachodzi.
(D=30%+9,18,25)

— D nie miesci sie pomiedzy t?t ¢ (D=302:I:36,45,48 50..... ) D=30%+ 40 to RGXI.

2
Rozpatrzmy pierwszy z tych przypadkéw. Znamy i, a= % i wiemy, ze dla tego D jakies p,=0.

Poprzednio rozwiqzujac PS znajdowalismy p, (tzn. wartos¢ p i m) i wiedzielismy od ktérego réwnania
rozpoczq¢ rozwiqzywanie. W tym przypadku wiemy, ze p,=0, ale nie znamy wartosci n.

Mozemy teraz, poczqwszy od p, = O, prébowa¢ znalez¢ wtasciwe p, metodq prob korzystajac z odpo-
wiednich réwnan lub skorzysta¢ z programu na stronie 100. Wpisujemy wartoscit, a, p=0 i zmienia—
jac n (poczawszy od zera) znajdujemy p,=0, co jest réwnoznaczne z rozwiqzaniem tego RP.

Interesujqce jest przyjrzenie sie wartosciom p,,, i p,_, jesli p,= 0. Popatrzmy:

"4 D=216= 1529 = 152 1T p=3 P,=0 ps= =27
"+17 D=234= 15749 = 1524 1T P,=9 ps=0 p,= 81
"+1” D =891 = 300- 9= 302- 3T p=3 P,=0 py=-27
"+ D =909 = 30%+9= 302+ 3% P,=9 Ps=0 P, = 81
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"+1” D =882 = 30°- 18 = 30- gg p,= 18 ps=0 P,= —324

"_2" D =918 = 30°+ 18 = 302+ gg p,= 6 0,= 0 ps= 108
2

"+4” D =876 =307~ 24= 302~ 30 Po=2 p,=0 p,= 48
2

"+4” D =924=30"+24= 307+ 230 Po= 2 p,=0 p,= 48

Jak wida¢ z tych kilku przyktaddw p,., i P,_; przyjmuja wartosci Va, a, 2a, a? lub podzielnikéw a.
Dlatego rozwigzywanie takich RP warto zaczyna¢ od sprawdzenia tej wtasnosci. Wida¢ tez, ze p,=0
zachodzi przy stosunkowo niskich wartosciach n.

Drugi przypadek. Przyktady:

"+1” D =825 = 30*-75= 30*- %2 p,= 5625 = 75 ps=0  pg=421875=75"

"$1” D =975 = 30°+75= 302+ 3”3 p,=75 ps=0 p,=5675= 752

"+1” D =750 = 30%+ 150 = 307+ %—0 Pg= 506250000=150* py=0  p,g=—-75937500000 =150°
wy1” D =1050= 302- 150 = 30%- %0 P, = 22500 = 150? ps=0  pe= 3375000 =150

"+1” D =660 = 30%- 240 = 30°- 4%02 p,=576000=2402  p,=0 pg=—13824000 = -240°
"+1”7 D =1140= 30"+ 240 = 30°+ 4'%502 p,= 576000 = 2402 ps=0  pg= 13824000 = 240°

2
"+17 D =540 = 30°- 360 = 302~ £ p,=259200=2:360? p,=0 p,=-93312000 =2-360°

2

"+1” D =1260=30°+360 = 30°+ 239 p,=360 p;=0 p,= 360
Tu tez wida¢ prawidtowosci, kitérych nie bedziemy szerzej omawia¢. Warto o tym wiedzie¢. Oprocz

tego we wszystkich omawianych tu przypadkach mamy do czynienia z liczbami postaci D k% i warto

prébowa¢ je rozwiqzaé¢ jak w PS6.

Jeszcze jedna uwaga do PS8, ktéra dobrze ilustruje przyktad dla D =500.

"_4" D =500z 22%+16= 22+ 41§12 p,=8 p,=0 p;= 128
"—4" D =500=10"+400= 10"+ 4'1ﬂ P13= 40 400° Pu=0  p3=40- 4007

Mozna przypuszczaé, ze dla D takiej postaci im wieksze ¢ tym mniejsze p,.
Przy omawianiu RG wspomnielismy (strona 24), ze im bardzie] zlozong liczbq jest ¢ tym wiecej
D=t%1 a potrafimy rozwiqza¢ korzystajac z RGIX do RGXI. Teraz biorgc dla przyktadu
D =30%%1,2,3,4,5,6,8,10,12,15,20,30,40,60
mozemy rozszerzy¢ tq liste o nowe a.
D =30%+9,16,18,25,36,45,48,50,72,75,80,90,100,120,150,180,
200,240,300,360,450,600,720,900,1200,1800,3600
Na osi liczbowe] mozna sobie to wyobrazi¢ niby deszcz spadajacych na o$ x wartosci D dla ktdrych
czesto tatwo znalezé rozwiqzanie. | tak dla kazdego kolejnego ztozonego t.

307
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2
Nasuwa sie pytanie jak sprawdzi¢ czy dane D mozna przedstawic w postaci tz:l:%. Pierwszy

warunek to D musi by¢ postaci D, k% ale nie jest to warunek wystarczajqcey.
1050 = 5% 42 = 322+ 26 = 33°- 39

2 2
Chcemy znalez¢ i a takie, ze bedzie 1050 =2 24t (g = 124t
\1050 = 32.04...
Najblizszym do 32.04.. catkowitym ¢t podzielnym przez 5 (5 to nasze k) jest 30.
2
1050= 302+ 420 = n=2
) 1050 = 302+ 150 P,=22500 p,=0 p;=3375000

Juz %—O= 150, ale jak wspomnieli§my to nie zmienia wartosci a.

Inny przyktad:
504 =6%14=22%+20=23%-25

504 = 22.44.. 24 to najblizsze t podzielne przez 6
2

504=24- 224 o p=32 ("-, bo 242> 504)

504 = 247~ 72 Pp,=72 ps;=0 p,=-5184

Dla D= 549 mamy

549 = 3%61 =23%+20=24%-27

\549 = 23.43,.—= t=24

2
549=242- 424 p-g533.,
2
Tego D nie potrafimy przedstawi¢ w postaci tzi%.
Wykonanie wiekszej ilosci podobnych obliczen, pozwala stwierdzié, ze D =D, k* daje przedstawi¢ sie
2

w postaci tzi% tylko wtedy gdy D; podlega pod RG. Wyglada to tak jak gdyby p,=0 lub p,=0
(dla D) zostaty przesuniete w gbre. Jezeli juz mowa o przypadkach kiedy p,=0 warto przypatrzeé sie

rozwiqzaniom wiekszym od najmniejszego i tym wartosciom.

14317 =27 y =1 D=0 Py =
1+3-42=72 Po=1 p,=0 P, = —1
1+3-15% = 267 p=1 P,=0 ps=-1
1+3-567 = 977 D=1 psy= p,=—1
1+300-78 = 1351 p,= 24 p;=0 p,= —242
1+300-210756% = 36504012 D= 24° p,=0 pg= —24*
1+300-569462634” = 9863382151 Pyo=24° Py =0 D= 24
1+300- 1538687826312 = 26650854921601  p, = 24’ Ps=0 D= —24

Widoczne sq rdznego rodzaju zaleznosci, ale ich opisanie przekracza ramy tego opracowania.
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— nietypowe przypadki rozwigzania RP.

D=139 139 =12*-5 t=12 a=5 znak "7 grupa *-2"
139 =112+ 18
139 = 1124 2.3
139:2=278=17%- 11
278 = 17*-11
278 =2-11% + 62
-211*+278-1*=6> —=t=17 a=11 znak "-” grupa "-2"
p=1 m=0

ap2 - 2tp,py - (20’ -p2) = 0 —— 11p2 = 2-17-1p,— (2-11'=12)= 0 —= 11p2 - 34p, - 21=0 \ A = \[2080
(1) apz-2tp,p,+ 2a'+p?)= 0—= 11p2 = 2171 gy (2-11'+12)= 0 —— 11p - 34p, + 23=0 V& =12

po=34;-212 =% odpada P, = 34;212 =1
”z=2tp‘2;p' _ 2-171-11-1 —3
-2+278-32= 50%/:2
—1+139-3%= 2-25?
-2-252+139-3%=1?
-2-5%+139-32=1> —=t=12 a=5  znak "-" grupa "-2"
p;=3 n=2

ap? - 2tpp,— (203—p2) = 0 —= 5p2 - 2.12.3p,— (2-5°= 3%) = 0—= 5p2 - 72p,~ 241=0 A = \[10004
(D) ap? - 2tpp,+ 2 +p) = 0 —= 5p2 = 2-12-3p,4 (2-5°+ 3%)= 0—— 5p2-72p, +259=0 A =2

Pz=%= % odpada »,= 72162 =7
p1=2tph—p, - 2-1257-3 33

Po=2tph_p2 _ 2-12-23-7 - 157

v,:th‘;;ﬂ - 2-12-137-33 = 747

139-747% = 8807°+ 2 —— RGIV — ¢ =28807 w,= 8807
y = v, = 8807 - 747 = 6578829
1+ 13965788292 = 775632502

Korzystajac z PS4 i zaleznosci —2-5%+139-3%2=12 mozna to RP rozwiaza¢ latwiej i szybciej. Tu poka-
zano sposéb rozwiqzania, ktéry trudno ujgé w jokies normy, ale jest skuteczny.

D=1181 1181= 34*+ 25 —=1=34 a=25 znak "+” grupa "4-1"
1181=4:17"+ 5 1181 = 35— 44

1181-2° = 4724 = 69— 37 =68+ 100

1181-3*= 10629 = 103"+ 20 = 104’ - 187

103°+20-1181-3=0 /A

207+ 1181-4-3%103"= 21238/ :4

4-25 +1181-309°= 10619 —= p,= 309 n = -1
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@ av?- 2tp,+ (4a®-p?2) =0

@ av?-2tpv,- (402 +p2) =0

@ 25v2 — 2-34-309, + (4 -309%)=0

(6) 2502 - 2-34-309w, - (4+3097)=0

(1) 2562 - 21012y, - 95477=0 —= \ & = (457051844

(6) 25v2 - 21012y, - 95485=0 —= & = 21238 — = v, = 845
1181-845%= 29039 + 4 RGVIl —— ¢,= 14519

v=4(2-14519+1)(14519"+ 14519+ 1)(2-14519° + 2-14519+ 1) = 10324720174424223400796
y =v,-v,=10324720174424223400796 -845 = 8724388547388468773672620

1+ 1181-8724388547388468773672620% = 2998195498561983917148230492
mnozac D przez 3* trafilismy na nowe D w ktérym o miato taki sam nieparzysty podziel-

nik jak w oryginalnym D (1181 = 34>+ 25, 1181-3"=103+20) i to wystarczyto, zeby po
prostych przeksztatceniach znalez¢ rozwigzanie.

W opracowaniach dotyczqcych réwnania Pella dosyé czesto spotyka sie jako przykiad do rozwiqzania
D =661. Rozwiqzemy go jednq z poznanych metod.

D =661 661=26"-15—=t=26 a=15 znak "=  grupa "+4-1"
661 = 252+ 36
znajdujemy 661-2% — 3° = 497 PS4
- 3°+ 6612 = 49°/a
3'94 661-27-27- 497 = 50457
9% + 661-1962= 5045%/4%-4
4-36°+ 661- 125442 = 3228802 —=t =25 a=36 znak “+” grupa "+4-1"
p,= 12544 n =3

@ ap? - 2tp,py+ (4at-p2) =0 —36p2 — 2-25-12544p,+ (4-36*- 12544%) =0 —= 36p2-627200p; - 150633472=0
@ ap? — 2tp,ps— (4a*+ p2) = 0 —=—36p2 — 2.25-12544p,— (4-36*+ 125442) =0 —= 36p2-627200p, — 164070400=0

(1) VA = 415071059968
(6) V2 = 645760

py= 8212004 645760 _ 17650 627200 - 645760 _ _ 18560

5= 72 72

odpada

py= 2B o 2:25:17680 +12544 _ 4904

D= ZthJp; - 2:25:24904 417680 _ 35050

o =

_2tptp, 2:25:35080 +24904 _ 49414

2tp,+ .25.

661- 69605%= 1789539%+ 4 ——= RGVIl —= ¢ = 1789539  t,= 894469
v = 4(2-894469 +1)(8944692+ 894469 + 1)(2-8944692 +2-894469+1) =
= 9176474076818473690780707815796
y = 11, = 9176474076818473690780707815796 - 63605 =
= 638728478116949861246791167518480580
1+ 661-6387284781169498612467911675184805807 =
= 16421658242965910275055840472270471049?
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Podsumowanie

To krotki opis wszystkich opisanych w tym rozdziale préb rozwiqzania réwnania Pella.

PS1
PS2

PS3

PS4

PS5

PS6

PS7

PS8
PS9

— sprawdzamy czy jednym ze sktadnikdw rozktadu jest liczba a w potedze drugiej lub wyzszej,

jezeli to mozliwe dzielimy D przez 4-ry i postepujemy z nowym D jak w PS1. Znajdujemy
rozwiazanie dla nowego D (jezeli to mozliwe) i wracamy do wiasciwego D przy pomocy
A-ty, jezeliy jest liczba nieparzystq lub wytaczamy 22 z 42 jezeli y jest liczba parzysta,

sprawdzamy czy jeden ze sktadnikdw rozktadu mozna uzupetni¢ do potegi liczby a i odpo—
wiedniej grupy,

mnozymy D kolejno przez 25 32 43 5% otrzymujac nowe D, t i a. Na oryginalnym D i nowych
D wykonujemy odpowiednie obliczenia sprawdzajqce,

przeksztatcamy rozktad danego D przy pomocy A —ty i sprawdzamy czy nowe a pozwala
na kontynuowanie obliczen,

sprawdzamy czy D jest postaci D,-k®i jezeli tak, to mozemy sprébowaé rozwiqza¢ RP dla D,

i sprawdzi¢ czy w y lub x wystepuje podzielnik k. Takie postepowanie kontynuujemy dla ko-—
lejnych rozwiqzan D,, az do skutku,

czesto wystepujace wartosci p,,
dotyczy przypadkéw kiedy p,=0,

nietypowe przypadki rozwiqzania RP.
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