0 wartoscrach p» 1 obliczanwu wartoscy D
o tych samych y 1 v,
Przypusémy, ze znamy rozwigzanie jakiego$ konkretnego D, wiemy do jakiej grupy to D nalezy, czyli

znamy wartosci: t, a, y, x, v,, v,. Na stronach 32 do 34 wypisalismy réwnania dla obliczania poczqtko—
wych wartosci p . Skorzystamy z nich teraz. Pare przykiadéw pozwoli lepiej zrozumie¢ jak "pracuje” RP.

LL I 1) ”
_|_ —

n+1

@ DL+ 2tp, Py — (4™ + ap?) =0 P, - 2tp,p,., — (40™ —ap?) =0
Pii + 2P, — (2™ + ap?) =0 Pi = 2tp, P = (2™ — ap?) =0
@ pzﬂ + thnpnﬂ - (an+1 + a,pf) =0 @ pfﬂ - 2tpnpn+l - (a'nH_ an) =0
PZy + 2tp,p, + (@' - ap?) =0 @ P2y = 2ty + (™' +a p?2) =0
(17) P2 +2tp,p, + (20" - ap?) =0 (23) p,-2tppn+ 20 +ap?) =0
P+ 2P + (4™ - ap?) =0 Pri— 2tp s+ (40 + apl) =0
@ pn+1 = a’pn—i_ 2tp" pn+1 = 2tp"_ a’pn-1
Jako pierwsze wezmy D =19. To D nalezy do grupy "+1” i "-2", znak "+”.
qu grupy ”+1” qu grupy ”_2”
14+19-39°=170 -2+19-3"=1
t = t =4
a=3 a=3
Yy=u= 29 v,=3
v=1 v,=1
Dla grupy "+1” mamy:
(15) p2 +2tu,p - (14 a02) =0 p2+2-4-39p, - (14 3-39%)=0 P, = 14 D, = -326
P2+2tup + (1-av2)=0 p2+2-4-39p + (1 - 3-392) =0
obliczenie p, dla p, = 14
(15) p2+2tpyp, - (a+ apt) =0 p? +2- 4-14p, - (34 3:142) =0
(16) p2+2tpop, + (@-ap?) =0  p?+2-4-14p + (3-3-14%) =0 p, =5 p, =117

obliczenie p, dla p, = —-326
P2+ 2tpp, - (@+ ap?) =0  p? +2- 4(-326)p, - [3+ 3(-326)?] =0

@@

P2+ 2ipp, + (@—ap2) =0  p?+2-4(-326)p, +[3- 3(-326)}| =0 B, = 2725 p, = =117
obliczenie p, dla p, =5
p2+2tpp, - (@®+ap?) =0  p?+2-45p, - (3*+ 3:5%) =0 p, =2 p, = —42

96,

p2+2tpp, + (@?-ap?)=0 p2+2-45p, + (32-3-5%) =0

obliczenie p, dla p, = —-117

P2+2tpp, - (@2+ap?) =0 p2+2-4(-117)p, -[3%+ 3(-117)} =0 p, = 978 p, = —42
P2+2tpp, + (@2-ap?) =0  p?+2-4(-117)p, +[3- 3(-117)] =0

96,
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obliczenie p, dla p, = 2725
p2+2tpp, - (€% + ap?) =0
P2+ 2tpp, + (@?- ap?) =0

906,

obliczenie p;dla p, = 2
p2+2tp,p, - (@+ ap?) =0
P2+ 2tp,p, + (@ - ap?) =0

90,

obliczenie p;dla p, = —42
p2+2tp,p, - (@®+ ap?) =0
P2+ 2tp,ps + (@®- ap?) =0

90,

obliczenie p, dla p, = 978
pi+2tpp - (€3+ ap?) =0
P2+ 2tp,ps + (€®- ap?) =0

906,

obliczenie p, dla p, = —22778
p?+2tp,ps — (@ + ap?) =0
p?+2tp,p, + (€®- ap?) =0

@@

P2 +2-4-2725p, - (3%+ 3-2725%) =0 p, = 978
p? +2- 4-2725p, + (32— 3-2725%) =0

p2+2-4-2p, - (3°+ 3:2%) =0

p2+2-4-2p, + (3°-3-2%) =0 ps = -1
P2 +2- 4(=42)p, - [3*+ 3(-42)Y] =0

P? +2- 4(=42)p, +[3- 3(-42)Y] =0 p; = 351
P2 +2-4-978p, - (3°+ 3-978%) =0

p? +2-4-978p; + (3°- 3-978%) =0 ps = 351

p? +2-4(-22778)p, - [3°+ 3(-22778)}] =0

P, = -22778
ps = -15
Ps=-15
ps = —-8175

P2 +2-4(-22778)p, + |3 - 3(-22778)%] =0 p; = 190399 p, = -8175

obliczenie p, dla p; = —1
pi+2tp,p, — (a*+ ap}) =0

p2+2tpp, + (a- ap?) =0
obliczenie p, dla p;, = —-15

90

p?+2tpp, - (a*+ ap?) =0
pi+2tpp, + (a- ap?) =0
obliczenie p, dla p; = 351

00,

pi+2tpp, - (a*+ ap?) =0
pi+2tp,p, + (a*— ap?) =0
obliczenie p, dla p, = —8175

@ @®

obliczenie p, dla p; = 190399
pi+2tpsp, - (a+ ap}) =0
pi+2tpsp, + (a*- ap}) =0
obliczenie p, dla p; = =3175

@

p2+2tpsp, - (@*+ ap?) =0
p2+2tpsp, + (- ap?) =0

906,

p2+2tpp, - (a*+ ap?) =0
P2+ 2tp,p, + (a*- a,p§) =0

P2 +2-4(=1)p, —[3*+ 3(-1)3] =0 D, = 14
pi+2-4(=1)p, +[3'- 3(-1)7] =0

P2 +2-4(-15)p, - [3*+ 3(-15)}] =0 p, = 126
P2 +2-4(-15)p, +[3*- 3(-15)}] =0

p? +2- 4-351p, - (3*+ 3-351%) =0 P, = 126
p? +2-4-351p, + (3*- 3-351%) =0

p, = -6
p,=-6
p, = —2934

P2 +2- 4(-8175)p, —[3*+ 3(-8175)%] =0 p,= 68334 p, = —2934

p2 +2- 4(~8175)p, +[3*- 3(-8175)] =0

p? +2-4-190399p, - (3*+ 3-190399%) =0 p, = 68334 p, =

P2 +2-4-190399p, +(3*- 3-190399%) =0

= —1591526

P2 +2-4(-3175)p, = [3*+ 3(-3175)%] =0 p, = 68334 p, = —2934

P} +2: 4(-3175)p, + [3*- 3(-3175)] =0
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Dla grupy "-2" mamy:

pZ+2tv,p, — (24 av2) =0 p? +2-4-3p, - (2+ 3-3%) =0
(17) p2+2tv,p, + (2-an2) =0  p2+2:4-3p + (2- 3-32) =0 Dy = 1 D, = -25

W dalszych obliczeniach mozemy zaprzestaé wypisywania jednoczesnie dwéch réwnan (w tym przy-
padku i ), bo jak wida¢ z poprzedniego przykfadu, przy przechodzeniu do kolejnego p zmienia
sie numer réwnania, a przyczyna to przestawienie réwnari w kolumnie 2 (patrz strona 31).

obliczenie p, dla p, = 1
P2+ 2tpp, - (204 ap?) =0 p?+2-4-1p - (2-3+ 3-1%) =0 P =1 P, = -9
obliczenie p, dla p, = -25

p2+2top, - (2a+ap?) =0  p?+2-4(-25)p, - [2:3+ 3(-25)3 =0 P, = 209 P, = -9

obliczenie p, dla p, = 1

(17) p2+2tpp, + (202- ap?) =0  p?+2- 4 1p, +(2:32- 3-12) =0 p,=-3  p,=-5
obliczenie p, dla p, =-9

(17) p2+2tpp, + (202- ap?) =0  p?+2-4(-9)p, +[2-3- 3(-9)} =0 p, =75 P, =-3
obliczenie p, dla p, = 209

@ pl+2tpp, + (202-ap?) =0  p? +2-4-209p, + (3°- 3-209%) =0 P, =75 P, = —1747

obliczenie p, dla P, = -3

PI+2tpp, - (203+ ap?) =0 Pl +2-4(=3)p, - [2:5%+ 3(-3)] =0 py=27  p,=-3
obliczenie p, dla p, = =5

pi+2tpp, - (205+ap}) =0  pi+2-4(-5)p, -[2:3°+ 3(-5)] =0  p,=43  p, = -3
obliczenie p, dla p, = 75
pi+2tpps - (20°+ap}) =0 p}+2-4:75p - (2:3°+ 3-75%) =0 ps =27 p; = —627

obliczenie p, dla p, = —1747
p2+2tp,p, — 203+ ap2) =0  p? +2-4(—1747)p, - [2:3°+ 3(-1747)?] =0 p,=14603 p, = —627

obliczenie p, dla p; = 27

(17) pi+2tpp, + (204~ api) =0  p?+2-4-27p, + (2:3*- 3-27")=0  p, =9 p, = -225
obliczenie p, dla p; = -3

(17) p+2tpp, + (2a%-ap?) =0 p2+2-4(-3)p, +[2:3*- 3(-3)} =0 p,=15  p, =9
obliczenie p, dla p; = 43

(17) pi+2tpp, + (204 ap?) =0 p2 +2-4-43p, + (2:3*~ 3-43%) =0 p, =15 p, = -359
obliczenie p, dla p; = —627

@ P2+2tp,p, + (2a*- ap?) =0  p? +2-4(-627)p, +[2-3*- 3(-627)}] =0 p, = 5241 p, = 225
obliczenie p, dla p; = 14603

@ p2+2tpp, + (2a*-ap?) =0 p2+2-4-14603p, + (2-3*- 3-14603%) =0 p, =5241 p, = —-122065

Przedstawimy teraz otrzymane wyniki w bardziej przejrzystej formie.
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D=19 - grupa "+1”
1+19-392= 170> y=39 w,=1
-22778
2725
3 X326
3x14
3x39
3x326
3x14
3x39
3%326
3x14
Y=v, v=1 b, Db o
+a’ -a' +a? -a?
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Kazda z wartosci vy, v, Po, P1s P2-... to tak jak gdyby “szczebel” w niekorczqcej sie drabinie tych
wielkosci. Poczawszy od szczebla p; rozwigzania mozemy podzielié na “czerwone” i “zielone”. Rozwig—
zania “zielone” powstajq przez pomnozenie przez o (w naszym przypadku przez 3) odpowiednich roz-
wiqzan “czerwonych” lub “zielonych”. Przez okreslenie “odpowiednich” rozumiemy rozwigzania o dwa
szczeble nizsze (co wyjasnia dlaczego wartosci y,v,, po Sq ~czerwone”). Z czego wynika, ze wszystkie
rozwiqzania “zielone” to rozwigzania wtérne. Od strony formalnej polega to na tym, ze mozliwe sq
przeksztatcenia ORP jak nizej:

£1,2,40" + Dp2, = m3/-a?

+1,2,40™ + D(pn_1(1,)z = (ma)z Dot @ = Doy

Do rozwiqzan “zielonych” jeszcze wrécimy, a na razie wyjasnimy jak w prosty sposéb otrzymywaé
rozwiqzania “czerwone”. Sposéb otrzymywania wartosci Po, P1, P2.... jaki zademonstrowalismy dla D =19
jest bardzo pracochtonny. Kazde przejscie do kolejnego p wymaga rozwiqzania dwa razy wiekszej licz-
by réwnan kwadratowych i mimo powtarzania sie niektérych rozwiqzan jest to procedura bardzo uciqz-
liwa, a jej rezultat to duza ilosé rozwigzan “zielonych” nie wnoszqcych nic nowego do tego co juz
wiadomo.

Ombéwimy teraz jak otrzymywaé¢ tylko wartosci “czerwone”. Dla przypomnienia kazde D nalezy do
grupy “+1” tzn. dla kazdego D rozwigzaniem jest réwnanie

+1+ Dy?= x?

a oprdcz tego moze, ale nie musi naleze¢ do ktérejs z grup -1, 12,4, 1+4-1, gdzie réwnania wygla—

dajq jak nizej: )
-1+ Dvi =m?

12+ Dvi = m?

T4+ Dvi = m?

Jezeli D nalezy tylko do grupy "+1” to y=wv, i znajac wartos¢ y mozemy z odpowiedniego réwnania
kwadratowego obliczyc dwie wartosci p,, 4-ry wartosci p, itd..., ale tak postepujac bedziemy otrzymy-
wali wartosci “czerwone” i “zielone”. Jezeli chcemy otrzymywaé tylko wartosci “czerwone” to z obli-

czonych dwdch wartosci p, wybieramy tq o mniejszej wartosci bezwzglednej i obliczamy kolejne p uzy—
wajac wzorbw ponizej (od znaku przy a zalezy kiérych).

b} ’” b3 ) 9

+ -
@)
P, = ay, — 2tp, P, = 2tpo — ay,
P, = ap, — 2tp, P, = 2tpr — ap,
p; = ap, — 2tp: p; = 2tp, — ap,
p, = ap, — 2tps b, = 2tps - ap,
D5 = aps — 2tps Ps = 2tps — ap;

Otrzymane w ten sposdb wartosci to najmniejsze dla danego D wartosci “czerwone”. Dla przyktadu
dla D=19 to te lezqce w dolnej czesci. Nastepnie bierzemy druqq (wiekszq) wartosé po i postepujac
podobnie otrzymujemy najwieksze mozliwe rozwiqzania “czerwone”. Caly czas uzywamy wartosci ¢t i a
takich gdzie t=a. Jezeli D nalezy tylko do grupy "+1” to jest to koniec postepowania.

Jezeli D nalezy do grupy "+1” i kiérejs z pozostatych to wiedy znajac v, z odpowiedniego réwnania
kwadratowego obliczamy dwie wartosci p, i postepujemy z nimi podobnie.

Dla juz oméwionego przypadku D =19 mielibysmy:

Dla grupy "+1” wu=y =39 wv=1 t=4 a=3 znak *+”
(15) P2 +2tup, - (14 a02) =0 p2 +2-4-39p, - (14 3:39%) =0 P, =14  p, = -326
p2+2tup, + (1-av2) =0 p2+2-4-39p + (1 - 3-392) =0 V2 =\79096 odpada
P, = 14 P, = -326
P, = au, - 2tpy = 3-39-2-4-14=5 P, = av, — 2tpo = 3-39 = 2-4-(~326) = 2725
p,=ap - 2tp, = 3-14-2-4-5=2 p, = ap — 2tp, = 3-(-326) —2-4-2725= -22778
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p,=ap — 2tp, = 3-5-2-42= —1 D, = ap, - 2tp, = 3-2725-2-4-(-22778) = 190399
p,=ap - 2tps = 3-2-2-4-(-1)= 14 p, = ap, - 2tps = 3-(—22778) - 2-4-190399 = —1591526
ps = ap — 2tps = 3+(-1)-2-4-14=-115 ps = ap — 2tps = 3-190399-2-4-(-1591526) = 13303405
Dla grupy "-2" 1,=3
pE+2tv,p, — (2+av?)=0 p2+2-4-3 p - (24 3-3%)=0 V& =\692  odpada
(17) p+2tu,p + (2-av2) =0  p2+2:4:3 p + (2- 332 =0 Do =1 P, = -25
P, =1 P, = —25
D = ay, — 2tp, = 33241 =1 D, = av, — 2tp, = 3-3 —2-4-(=25) = 209
p,=ap, - 2tp, = 31-2-41 =5 p, = ap, - 2tp, = 3-(=25) —2:4-209 = —1747
P, = ap, - 2tpy = 31 —2-4-(=5) = 43 D, = ap, - 2tp, = 3-209 —2-4-(—1747) = 14603
P, =ap - 2tps = 3:(=5)-2-4-43=-350  p, = ap, - 2tps = 3-(~1747) - 2-4-14603 = —122065

P, = ap, — 2tps = 3-43-2-4:(=359) = 3001 p, = ap, — 2tps = 314603 — 2-4-(~122065) = 1020329

Rozwiqzmy jeszcze dwa przyktady tq skr6conqg metodq kiedy D=74 i D=13

D =74
nalezy do grupy “+1” i "-1"  t=9 a=7  znak "-"
1+ 74-430% = 3699*
Dla grupy "+1” y=v,=430 v =1
@ p? - 2tu,p, - (1-av2) =0 p2-2-9-430p, — (1-7-430%)=0 P, = 7569  p, =171
@ p2 =2tv,p, + (1 + av2) =0 p2-2-9-430p, + (1 + 7-430%) =0 VA =\54730396 odpada
P, = 171 P, = 7569
P, = 2tpe — aw, = 2:9-171- 7-430 = 68 P, = 2tpo — av, = 2-9-7569 — 7-430 = 133232
p, = 2tpy —ap, = 2-9-68 - 7-171=27 P, = 2tpy — ap, = 2-9-133232 - 7-7569 = 2345193
Py = 2tp, —ap, = 2:9-27-7-68 = 10 Py = 2tp: — ap, = 2-9-2345193 — 7-133232 = 41280850
p, = 2tps —ap, = 2-9-10 =7-27 = =9 P, = 2tps — ap, = 2-9-41280850 —7-2345193 = 726638949

Py = 2tps —apy= 2:9(=9) = 7-10 = =232 p, = 2tp, — ap, = 2-9-726638949 — 7 41280850 = 12790535132
Dla grupy "-1" 4,=5

-1+ 74-5= 43"
@1) pi-2tv,p - (1-av2) =0  p2-2-9-5p - (1= 7-5%)=0 V2 =\7404 odpada
@P&—Ztvzpo+(1+avg)=o p2-2-9:-5p, + (1 +7:5%) =0 P, = 88 Po =2
D=2 P, = 88
P, = 2tpo —av, = 2-9:2-7-5 =1 P, = 2tpo —av, = 2-9-88 - 7-5 = 1549
P, = 2tpy —ap,= 2:9:1-7-2 = 4 P, = 2tpr —ap, = 2-9-1549 — 7-88 = 27266
Py = 2tp, —ap, = 2:9-4 —7-1=65 Ps = 2tp: —ap, = 2-9:27266 — 71549 = 479945
p, = 2tps —ap,= 2:9-65 —7-4 = 1142 P, = 2tps — ap, = 2-9-479945-7-27266 = 8448148

Ps = 2tps —ap;= 2-9-1142 -7-65 = 20101 Ds = 2tp, —ap; = 2-9-8448148 — 7-479945 = 148707049

D=13
nalezy do grupy "+1” i "t4,-1” t=3 a=4  znak "+

1+ 13-180° = 649°
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Jak wspomniano wczesniej liczba 13 to z jednej strony liczba podlegajaca pod RGVIII (13=32+ 4)
dla ktorej znalezienie rozwiqzania jest bardzo tfatwe, bez interesowania sie do jakiej grupy nalezy.
Z drugiej strony zachowujac warunek t=a to 4*-3. W obu przypadkach znajac rozwigzanie mozemy
oblicza¢ kolejne p, raz dla t=3ia=4 lubt=4ia= 3. Ponizej przedstawiono obliczenia dla pierwszego
przypadku.

Dla grupy "+1” y =v,= 180 v =1
(15) p2 +2tu,p, - (14 av2) =0 p2 +2-3-180p, — (1+ 4180%)=0 P, = 109 P, = —1189
P2 +2tup, + (1- av2) =0 p2 +2-3-180p, + (1 - 4-180%) =0 V2 = 1684796  odpada
P, = 109 P, = —1189
P, = av, — 2tp, = 4-180-2-3-109= 66 P, = av, — 2tpy = 4-180-2-3-(-1189) = 7854
p, = ap, — 2tp; = 4-109-2-3-66= 40 P, = ap, — 2tpy = 4+(~1189)-2-3-7854 = —51880
p, = ap — 2tp, = 4-66-2-3-40= 24 Py = ap, — 2tp, = 4-7854—2-3+(-51880) = 342696
p, = ap, — 2tps = 4:-40-2-3-24= 16 p, = ap, — 2tps = 4+(~51880) — 2-3-342696 = —2263696
p, = ap — 2tp, = 4-24-2-3-16=0 P, = ap, — 2tps = 4-342696 —2-3-(~2263696) = 14952960
Dla grupy “+4,-1" 4,=1 (dla”-4") =5 (dla”-1") v,=3  (dla"+4”)
~4 +13-12= 32
vu=1 (dla”-4")
@ p? +2tv,p, — (4+ av?) =0 p2+2:-3-1p, — (4+ 4-1%)=0 VA =\68  odpada
(18) pE+2tw,p, + (4-av2) =0 p2+2-3-1p, + (4- 4:12) =0 Py =0 D, = —6
D=0 D, = -6
P =av,— 2tpy = 4:1-2-3-0=4 P =av, - 2tpy = 4-1-2-3 -(-6)=40
p,=ap - 2tpy = 4-0-2-3-4=-24 P, = ap, - 2tpy = 4-(-6) -2-3-40 = 264
Dy = ap, — 2tp, = 4-4-2-3-(-24)=160 Py = ap, — 2tp, = 4-40 —2-3-(-264) = 1744
0, = ap, — 2tps = 4-(-24) - 2-3-160 = -1056 P, = ap, — 2tps = 4+(=264) —2-3-1744 = -11520
D, = ap, — 2tp, = 4-160-2-3- (~1056) = 6976 p, = ap, - 2tp, = 41744 —2-3-(=11520) = 76096
-1+ 13-52= 182
%=5 (da”=1”)
@p,",’+2t'v2po -(1+av2)=0 p2+2-3-5p- (1+ 4-5%)=0 VA =\1304 odpada
P2 +2tup, + (1-av?2) =0 p2+2-3-5p+ (1 - 4:52) =0 Po=3 P, = 33
D=3 P, = —33
P, =av, - 2tpo = 4:5-2:3-3=2 P, = av, — 2tpo = 4-5-2-3-(-33) =218
p=ap - 2tpy = 4-3-2-32=0 D, = ap, — 2tp; = 4-(—33)-2-3-218 = —1440
p,=ap — 2tp, = 4-2-2-30=8 Py = ap, — 2tp, = 4-218 — 2-3+(—1440) = 9512
p,=ap - 2tps = 4:0-2-3-8= 48 p, = ap, - 2tps = 4-(—1440) - 2-3-9512 = —62832
P, = ap, — 2tps = 4-8—2-3+(-48) = 320 P, = ap, — 2tps = 4-9512 —2-3-(-62832) = 415040
+4 +13-32= 112
u=3 (dla ”+4”)
@ p? +2tu,p, - (4+ av?) =0 p2+2-3-3p,—(4+4-3%)=0 Po =2 P, = —20
pt +2tv,p, + (4-0av?)=0 p2+2-3-3p+(4-4-3%)=0 V2 =\452  odpada
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Do =2 P, =-20

P, = av, — 2tpo = 4:3-2:3-2=0 P, = au, — 2tpe = 4-3 —2.3-(-20) =132

P, =ap— 2tpy = 4:2-2-3-0=8 P, = ap,— 2tpy = 4-(-20) -2-3-132 = -872
Py=oap — 2tp, = 4:0-2-3-8=-48 s = ap,— 2tp, = 4-132 -2-3-(-872)= 5760

P, = ap, — 2tps = 4-8-2-3-(-48)=320 P, = ap,— 2tps = 4-(-872) -2-3-5760 = —38048
D= ap, - 2tp, = 4-(-48)-2-3-320= 2112 p, = ap,~ 2tp, = 4-5760 —2-3-(~38048) = 251328

Powyzsze obliczenia dotyczq tylko wartosci “czerwonych”. Na kilku kolejnych stronach przedstawiono
je w bardzie] przejrzystej formie, plus wartosci “zielone”, kiére obliczono mnozqc przez a odpowiednie

p,» bez zwracania uwagi na znaki.

—str 51—



D: 74 _ grupq u+1ss
1+74-430%=3699* y =430 wv,=
41280850
2345193
7%133232
932624
133232
7%133232
932624
7x7569
52983
7x3010
21070
7569
[ 7569 ] 7x133232
932624
7%7569
52983
7 x3010
III!IHIIIIII
7x430
3010
7x3010
21070
7xX171
1197
7x68
[ 476 ]
430
7%x133232
932624
7x7569
52983
7x3010
21070
7x430
3010
7x3010
21070
7171
1197
7x68
[ 476 ]
171
7x3010
21070
7xX171
1197
7x68
[ 476 ]
[ 68 ]
7x68
[ 476 ]
[ 27 ]
[ 10 ]
Y=v, v,=1 Dy P, P, L,
+a° +a! +a? +a? +at

74 = 7% 4+ 52
1 74=9%2-7

726638949
16416351 | 7x2345193

16416351 |7x2345193

370881 | 7x52983

16416351 | 7%2345193

370881 7%52983

370881 |7x52983

8379 7x1197

16416351 | 7x2345193

370881 | 7x52983

370881 [7x52983

8379 7x1197

370881 |7x52983

8379 7x1197

8379 7x1197
7x27

16416351 |7%2345193

370881 |7x52983

370881 |7x52983
8379 7x1197
370881 |7x52983
8379 7x1197
8379 7x1197
7x27
370881 |7x52983
8379 7x1197

8379 7x1197
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8379 x1197
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D=74 - grupa *-1" 74 = 7% + 52

—1+74-52=43* w,=5 74=9*-7
7x1549
7x1549

- [ 10843 ]
[ 616 ] TS
X
7x1549
e
7x35
res
7x35
7x1
7x 1549
s [ 10843 ]
[ 616 ] s
X
TS
7x 35
o [ 245 ]
7x1
7x35
e [ 245 ]
7
[ 1 ]
71
Py P P, s
_a1 _az _als _a4

8448148
190862 |7x27266

190862 7% 27266
4312 7x616

190862 7x 27266

4312 7x616
4312 7x616
7x14

190862 | 7x27266
4312 7x616

4312 7x616
7x14

4312 7x616
7x14

x14

~ ~
x
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190862 | 7x27266

N
oo

4312 7x616
4312 7616
7x14
4312 7616
7X14
7x14
28 7x4
4312 7x616
7x14
7x14
28 7X4
7x14
28 7x4
28 7x4
1142
L
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D=13 - grupa "+1” 13=7%-62
1+13-180°= 649> y=180 w,=1 13=3>+4

517696 —2263696
—207520 |4xs1880
-51880
o _ )
1416 207520 |4x51880
—19024 |4x4756
__7854
4x7854 —
_31416 207520 [4x51880
4x1189 —19024 |4x4756
-4756
[ -4756 | om0 }
_2880 19024 |4x4756
1744 4x436
3‘1"‘1'1’56‘ —207520 |4x51880
4%1189 —19024 |4x4756
-4756
[ -4756 | 720
_2880 —19024 |4x4756
4x180 1744 4x436
__720
4x720 —
_2880 19024 |4x4756
4x109 1744 4X436
436
s
264 1744 4x436
[ 180 | o } )
31416 207520 |[4x51880
4x1189 —19024 [4x4756
—-4756
[ -4756 | 0 }

2880 ] 19024 |4x4756
4x180 1744 4X436
720

[ 720 | o _
_2880 19024 |4x4756
4x109 1744 |4x436
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-
264 1744 4x436
_248";? -19024 |4x4756
4x109 1744  |4x436
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_;2‘;5 1744 |4x438
160 |4x40
s
264 1744 4x436
2 T e
_40
100 e
Y=v, V=1 Do b D, Db L.
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D=13 -
-4+13-12= 32

Py
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4x1
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Z przedstawionych na stronach 46, 47 i 52 do 57 wartosciach p,dla D=19, D=74 i D=13 mozna
wyciqgngé¢ wnioski, ktérych trudno byloby dopatrzy¢ sie przeglqdajqc obliczenia na poprzedzajqcych je
stronach. Podzielenie rozwiqzah na “czerwone” i “zielone” wiele wyjasnia. Rozwiqzania “czerwone”

w dolnym ramieniu to najmniejsze mozliwe rozwigzania RP dla D= ¢ % a. Odpowiednio rozwigzania
"czerwone” w gdérnym ramieniu to najwieksze mozliwe rozwiqzania. Dla tak przedstawionego D nie sta-
wiamy warunku t>a.

Mozna zauwazyé, ze “czerwone” wartosci p, w gérnych ramionach zawsze rosnq. W ramionach dol—
nych poczqtkowo maleja, by nastepnie nieograniczenie rosnqé. Co jest prawdaq przy zachowaniu pew-
nych warunkéw o ktérych teraz powiemy.

Cate te wywody sprowadzajq sie do stwierdzenia, ze kiedy méwimy o najmniejszych, najwiekszych czy
posrednich (“zielonych”) wartosciach p, to nalezy doda¢, ze obliczenia wykonano dla D = ¢*+ a, gdzie
t i a wynoszq tyle a tyle. O ile mozna mdwi¢ o najmniejszych p, dla danego D, to nie ma ograniczen,
jezeli chodzi o wartosci najwigksze (np. 19 =42+ 3, ale tez 19 = 100% — 9981 lub dowolne wyzsze t).

Dotychczas chcac rozwiqza¢ RP przedstawialismy D w postaci t2+ a gdzie t=a (wyjatkowo dla RGXI
dopuszczalismy t<a). Kazde D mozemy na nieskoriczenie wiele sposobdw przedstawi¢ w postaci t*+ a
nie zachowujac warunku t=a i zawsze odpowiedziq bedzie to samo y i x. Wyprowadzone wczesniej
réwnania rozwiqzujgce RP zalezq miedzy innymi od wartosci ¢t ia wiec posrednio wplywajg na p,.

Co oznacza, ze dla tego samego D, ale réznych ¢ i o wartosci p, bedq inne.

Liczba D zawsze lezy miedzy t2 i (t +1)* i mozemy ja przedstawiaé jako:
t?+a lub (t+1)’-a

gdzie o sq oczywiscie rdozne. Jezeli w jednym z tych przypadkéw bedzie t<a, to w drugim t=a, ale
a nigdy nie przekroczy wartosci 2¢&. W obu przypadkach dla tak okreslonej liczby D zachodzq wyzej
wspomniane zwiqzki. To znaczy "czerwone” wartosci p, w gérnym ramieniu zawsze roshq, a w ramie—
niu dolnym poczgtkowo malejq, a potem nieograniczenie rosng. Z czego wynika, ze przy prébach
rozwiqzania RP dobrze jest przedstawiaé¢ D jako:

t2+a i (t+1)*-a (a rézne)
Tytutem wyjasnienia, caly czas méwimy o wartosciach bezwzglednych. W przypadkach kiedy a=2¢

"czerwone” wartosci p, w obu ramionach rosnag.
Przyktady

D=19=42+3 t>a q dzen
D=74=92—7 t~a o sprawdzenia na

) poprzednich stronach
D=13=3"+4 t<a a<2t

Przyktady dla a =2t

Yy YV, D ) P, Ps N Ds Ps
29 404 4185 43352 449079 4651964 48189225 499187312
D=19= 64 105 172 279 424 345 -3068
=62-17 . 31 321 3325 34443 356791 3695961 38286085
5 9 23 123 1085 10929 112703
1588 53039 784040 11589938 171326288 2532601724 37437754400 553417239368
D= 45= 4369 5320 6478 7888 9604 11680 14008
= 8*-18 )3 340 5026 74296 1098268 16234960 239990536 3547619296
28 34 40 28 -272 -4856 -72800
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—6709 104676 —1633189 25481546

-397571369 6203037816

-96781813649

430
D=74= 689 1104 1769 2834 4549 7164 13429
— 72
=77+25 5 -78 1217 -18988 296257 -4622298 72118597 —-1125217808
8 13 18 73 -572 9833 -151962
D=91= 165 —2894 50759 -890282 15615005 -—273877694 4803648239 —84253069562
= 8%2+27 254 391 602 925 1454 1711 11882

W przyktadach dla ktérych a =2t niektére liczby zaznaczyliSmy na czerwono, bo nie spetniajq wa-
runku o rosnacych wartosciach p,. Takie wyjatki dotyczq tylko przypadkéw (nie zawsze) w kidrych
t jest o 1 mniejsze lub wieksze od tych t miedzy ktérymi lezy D.
Mamy wtedy

y lub v,

Po

pn+1

y lub v,

zamiast
pn+1

Po

Dla sprawy rozwigzywania RP wazne jest, ze w ogdle zachodzi taki przypadek, ze dla kazdego D
wartosci p, poczatkowo malejq, (nierzadko do wartosci p,= 0), czesto drastycznie, by nastepnie tylko
rosnqé. Znamy warunki dla kiérych to zachodzi (t=a ), ale najwazniejszy jest sam fakt. Wszystkie
sposoby znajdowania rozwigzania RP opisane na kolejnych stronach opierajq sie na tym spostrzezeniu.

y lub v,

Wyglada to mniej wiecej tak:

pn+1

Pn

Szczegblnie wyraznie widaé tq wlasnos¢ kiedy D nalezy do grupy "+1” i jakiej$ innej grupy, a naj-
bardziej dla D z grupy £4-1". Po dwa przyktady z kazdej grupy:

D=111
D =259

D =265

D=274

D =302

D =367

ar.
gar.

gr.
gr.
gr.
gr.

gr.
ar.

gr.
gr.

+1
+1

!)+1”

”_1 ”»

”+1”

!!_1 ”

+1”
!!+2!!

+1
!)+2”

y =28
y = 52644

y = 4529712
y = 4529712
y = 239190
y = 239190

y = 246092
y = 246092

y = 992835687 wv,= 992835687
y = 992835687 v,=7199

v,= 28 p,=13
v,= 52644 p, = 4921
v,= 4529712  p, = 601
v,= 373 p, = 104
v,= 239190 ps = 1904
v,= 85 P, = 38
v, = 246092 p, = 1903
v,= 119 P, = 43
Pe = 2360
p, = 1132
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p,=6
p, = 460

p,=2 p,=-16
p,=43 p,=4 p=1
ps=-20
P = 7969
p,=8 p,=5 p,=-88
p,=—5746
p,=8 ps=17 p,=458
P, =463 p,=-6460
p,=7 ps=—17 p,= 669
p,=176 p,=—4480
p,=28 p,=4 p=16



D=278 gr. "+1” y=150 v,= 150 D =49 p=16 p,=5 p,=—6 p,=-259
gr. -2 y=150 v,=3 p=1 p= p,=23
D=283 gr. "+1” y=18219541 v,=8219541 p;=256 p,=40 p,=-176
gr. 7=2" y=18219541 v,=699 p=124 p=22 p,=4 p=4 p=112
D=428 gr. "+1” y= 89466 v, = 89466 p, =263 p,=48 p,=-1403
gr. “+4” y= 89466 v,= 93 P =29 p=9 p=1 p;==75
D=460 gr. "+1” y= 118230 v,= 118230 p,=2125 p,=924 p,=1567
gr. "+4” y=118230 v,= 105 p, = 47 »n=21 p=11 p,=-63
D=500 gr. "+17 y= 41602 v, = 41602 p. =256 p,=0 P, = 4098
gr. "-4" y=41602 v,= 61 P =22 p,=8 p,=0 p,=128
D=548 gr. "+1” y= 259856 v, = 259856 p,=2989 p,=1206 p,=1315
gr. "-4” y= 259856 v, = 149 p, = 61 p=25 p,=9 p;=61
D=520 gr. "+1” y = 285 v, = 285 p, = 56 p=11 p,=2 p,==7
gr. "t4,-1” y=285 v,=5 p=1 p=1 »=37 p,=1693
D=685 gr. "+1” y = 3652413145693884 duze wartosci
gr. “t4,-1” y= 3652413145693884 v, = 29 P=95 p=1 p=-7 p,=373
Jeszcze inacze] mozna ten zwiqzek przedstawiaé¢ jak nizej:
grupa “+1”| grupa "-2" | grupa "+1” grupa “+2” | grupa "+1” grupa “+1”
D 19 19 31 31 57 91
Y 39 39 273 273 20 165
v, 39 3 273 7 20 165
P, 14 1 118 3 9 76
j 2 5 -5 51 1 4 35
P, 2 43 22 -3 1 16
P -1 -359 9 —-41 -12 5
P, 14 3001 -2 —-477 -199 —-44
D5 -115 —-25085 -69 -5519 -3100 -925
Swojq drogq trudno oprze¢ sie wrazeniu, ze np. D=19=4>+3=3"+10=6°-17 = 1+ 18...... to dla

RP niekoniecznie te same liczby.
Znajac wartosci “czerwone” mozemy przejsé do wartosci “zielonych” wedtug schematu jak nizej:

lub

Yy-a=p, Vpr @ = Py

Z czego wynika, ze “zielone” p,, p, dzielq sie przez a, kolejne p;, p, przez a? itd... co pozwala na
znalezienie “czerwonej” wartosci p, (a nastepnie y, v,) jezeli wczesniej znamy jakies ”zielone” p,.
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Jeszcze jedng interesujacq wiasnos¢ RP mozna zauwazyé przypatrujac sie wartosciom y i v,. W tym
rozdziale méwilismy o wartosciach p,, ale najbardziej interesuja nas wartosci v, i y(to tez poniekad
wartosci p, tylko inaczej zapisane, v, to p_,a y to p_,). Wyprzedzajac to co chcemy opisa¢, jesli dla
jakiego$ D rozwiqgzaniem jest y, to to samo y jest réwnoczesnie rozwigzaniem dla nieskoriczenie wielu
innych D nalezacych do tej samej grupy. Dotyczy to takze wartosci v,. Na przyktadach pokazemy jak
znajdowa¢ kolejne D o tym samym y lub v,.

Znajdowanie D o tym samym y

D=19
1419-392= 1702 19=42+3 t=4 a=3 y=39 gr. "+1” (i ”-2")
141880392 = 16912 1880=432+ 31  t = 43 a =31 y=39  gr. "+1”
146783-392= 32122 6783=8224+53  t =82 a =59 y=39  gr. "+1”

1+14728-392= 4733" 14728=1212+87 t =121 a =87 y=239 gr. 7+17

R6znica miedzy kolejnymi t wynosi 39 czyli y, a miedzy kolejnymi @ wynosi 28. W przypadku a nie
widaé przyczyny dla ktérej ta wartos¢ jest taka, a nie inna. Jednak chcqc znalezé kolejne D o tym
samym y nalezy tez obliczy¢ a dla tego D. Na powiekszonej nieco tablicy (podobnej do tej na stronie
22) mozna zauwazyé, ze wyze] wypisane liczby D lezq na jednej prostej, co przy zalozeniu, ze ta
prosta przechodzi przez srodek “kwadratu” 0 pozwala na napisanie proporcji:

a_ _x z to a dla najblizszego poszukiwanego D

t  t+y t + v, to t dla najblizszego poszukiwanego D
Dla D =19 mamy

3 z

4 1+39 % =32.25 =32 1o nasze nowe a

Nowe D = 43%+ 32 = 1881

1+41881-39%= 1691.449%

W naszych obliczeniach na pewno poprawna jest wartos¢ nowego ¢, a korekty wymaga wartosé a.
Mozna spodziewaé¢ sie, ze bedzie leze¢ blisko tej wartosci kidrq obliczylismy. Ze wzgleddéw, kidre
wkrétce opiszemy w tym przypadku trzeba bra¢ coraz mniejsze wartosci D (lub a) i sprawdzaé czy
dajq poprawny wynik.

1+1880-392= 1691 1880=432+31 ¢ =43 a =31 poprawione

Korekta a wynika z btednego zatozenia, ze nasza prosta przechodzi przez srodek “kwadratu” 0, ale
takie zatozenie jest z koniecznosci dosy¢ dobrym przyblizeniem. Mamy wiec dwie kolejne wartosci D
dla ktérych y jest takie samo.

1419-392=170? 19=42+3 t=4 a=3
+39 +28
1+41880-39%= 16912 1880 = 43% + 31 t =43 a =31

Teraz obliczanie kolejnych D o tym samym y jest wiecej niz proste.

Proste przechodzqce przez odpowiednie punkty (D) o tym samym y majq pewne wiasnosci w zalezno-—
§ci od tego czy dotyczq gbérnej lub dolnej czesci tabeli. Po pierwsze nie ma miedzy nimi symetrii, po
drugie proste z gbrnej czesci tabeli przecinajq wyimaginowanq o$ x na lewo od punktu 0, a z dolnej
czesci na prawo od punktu 0.

To wlasnie byto powodem, ze w tym przyktadzie szukali$my poprawnej wartosci D ws$rdod nizszej od
obliczonej z proporgciji.

Gdybysmy zaczeli obliczenia od przyktadowo

1+46783-392= 32122
to po znalezieniu kolejnego D moglibysmy cofaé¢ sie az do znalezienia najmniejszego D dla danego y.
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1+70-302= 2512 70=8%+6 t=8 a=6 y=30  gr. "+1”
6 x

8~ 8+ 30

— 1z =285=28

Nowe D = 382+ 28 = 1472
1+1472-30%2= 11512

1+70-30%= 251 70=82+6 t=8 a=6 gr. "+1”
+30 +22

1+1472-302= 11512 1472=382+28 t =238 o =28 ar. "+1”
+30 +22

1+4674-30%= 20517 4674=68"+50 t = 68 @ =50 gr. "+1”
+30 +22

1+9676-30% = 29517 9676=982+72 t =98 a=72 ar. "+1”

Znajdowanie D o tym samym v,

D=19
Postepujemy podobnie. R6znica miedzy kolejnymi ¢t to w,.
1419-39%2= 17072 19=42+3 t=4 a=3 v,= 3 gr. 7=2"
a_ _x z to a dla najblizszego poszukiwanego D
t t+wy t + v, to t dla najblizszego poszukiwanego D

3__= . 4= >
e x =525%5

Nowe D =7%+5=54
54-32= 486 =222+2 RGIV —— v, =22 Y=vv,=22-3=66
1+ 54-66 = 4857

R6znica miedzy kolejnymi t to 3, a miedzy kolejnymi a to 2.

D=18 t=4 a=3 vu=3 — y=39 gr. -2
D=54 t=7 a=5 vB,=3 —= y= 66 gr. ”=2"
D=107 t=10 a=7 =3 —= y= 93 gr. ”-2"
D=178 t=13 a=9 =3 —= y= 120 gr. "-2"
D=267 t =16 a=11 y=3 —= y= 147 gr. ”=2"

D jak wyzej lezq na jednej prostej réznej od tej dla kibrej y sq takie same, a wspdlny punkt majq
w D=19. Mozemy to sobie przedstawi¢ jak nizej:

1+1880-392= 16912
D = 1880 /

linia dla y =39 linia dla v,=3

D=1878
-2+1878-32 = 1302

1+41878-390%= 169012

t2= 42 2= 432
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D=185

1+ 185-680% = 92492 185=142-11 t=14 a=11 1,=5 gr. "=1"
a__ x to a dla najblizszego poszukiwanego D
t t+ow t +v, to t dla najblizszego poszukiwanego D

Moo= 5= =
4T TS x =14.92..2 15

Nowe D = 19%-15= 346
346-52=8650= 937+ 1 RGI —=— v, =186 y=wv,v,=186*5=930
1+ 346-930% = 17299%

Ré6znica miedzy kolejnymi t to 5, a miedzy kolejnymi a to 4.

D=185 t=14 a=11 4=5 —= y=680 gr. -1
D=346 ¢t=19 a=158 4=5 — y=1930 gr. "=17
D=557 t=24 a=19 4=5 —= y=1180 gr. "-1"
D=818 ¢t=29 a=23 v,=5 —= y= 1430 gr. "=1"
W tym przyktadzie mamy mozliwo$¢ znalezienia mniejszych D dla ktérych »,= 5.
D=185 ¢t=14 a=11 4=5 —= y=680 gr. —17
-5 -4
D=74 t=9 a=7 43b,=5 —= y=430 gr. "=17
-5 -4
D=13 t= 4 a=3 vy,=5 — y=180 gr. "t4-17

Jezeli D nalezy tylko do grupy "+1” to kolejne mniejsze i wieksze D o tym samym y tez nalezq tyl—-
ko do grupy "+1”.

Dla D nalezqcych do grupy "+1” i jakiejs innej grupy zawsze istnieje jokies najmniejsze D z ktérego
bedq wychodzi¢ linie raz dla grupy “+1” i dla drugiej grupy.

W przypadku grup "+4”, *-4", "—1” i grupy "t4-1" dochodzi do mieszania sie D o tym samym y.
Jezeli chodzi o D z grupy "t4-1" (nalezqcych tez oczywiscie do grupy "+1”) to z najmniejszego
D obliczonego podobnie jak podanych przyktadach beda wychodzi¢ 4-ry linie:
z tym samym y jak w najmniejszym D
- z tym samym v, réwnym v, dla "-4" w grupie "14-1"

z tym samym v, rownym v, dla 1" w grupie “t4-1"

- z tym samym v, réwnym v, dla "+4” w grupie "t4-1"

Na stronie 14—tej w rozdziale "Graficzne przedstawienie poszczegélnych grup liczb D” pokazano przy-
ktadowo przebieg linii przez punkty (D) o tych samych wartosciach v, w grupie ”-2".

Kiedy przeksztatcamy RP przy pomocy A -ty otrzymujemy réwnania o ktérych mozemy powiedzie¢:

1) D pozostaje bez zmian (19 w przyktadzie ponize]) i sq to kolejne 2—gie, 4—te, 8—me...... RP dla
danego D. Zmienia sie y.

2) bez zmian pozostaje y (39 w przyktadzie ponizej). Zmienia sie D i sq to réwnania w kiérych y po-
zostaje najmniejsze dla kolejnych rosngcych D.
3) wartosci D i y w kolejnych réwnaniach mozemy dowolnie "mieszaé¢”, ale wiedy nie zawsze bedq to
rozwiqzania najmniejsze.
1+19-39°=170%/A
1+19(2-170)*39* =57799*/ A
1+19(4-170-57799)°39° = 6681448801°/ A
1+19(8-170-57799-6681448801)"39” = 892835161 607686752012/A
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