Rozwrazania ogolne

Pierwszy wniosek jaki mozna wyciagnqé¢ z poznanych rozwiqzarh moze byé taki, ze dobrze jest przed—
stawia¢ liczbe D w postaci t2+ a.

| tak D= 59=82-5 t=8 a=5
D=71=8%+7 t=8 a=7
D= 97=102-3 t=10 a=3
D= 109=102+9 t=10 a=9

Nie wyrézniamy znaku przy a, bo wynika on z wartosci D i t5 kiére sq zawsze dodatnie.
Wiemy juz jak rozwiqzywaé¢ RP kiedy D podlega pod RG. Kolejny problem do rozwiqzania to kiedy

D = ¢*+ 3. Mozna przypuszczaé, ze rozwiqzanie fego przypadku pozwoli zrozumie¢ jak nalezy postepo—
waé¢ w kazdym innym.

Wypiszmy rozwiqzania dla D = t’+ 3,

D=t2-3 Y rozwiqzanie D=t%+3 y  rozwiqzanie

13 180 RGVIIl (bo 13=3%+ 4) 12 2 RGIX
22 42 19 39
33 4 RGIX 28 (D;=7) 24 RGIII
46 3588 39 4 RGIX
61 226153980 52 (D;=13) 90 RGVIII
78 6 RGIX 67 5967
97 6377352 84 6 RGIX

118 28254 124 414960

Widzimy, ze w kilku przypadkach potrafimy znalezé rozwiqzanie. Nie ma probleméw gdy D = t?% 3 jest
takiej postaci, ze t jest podzielne przez 3 lub gdy jest to liczba podlegajgca pod poznane typy rozwiq-

zan np. 13 (V) i 28 (ll). W pozostalych trudno niestety dopatrze¢ sie zwiqzku miedzy D i y. Wartosé
Yy zmienia sie¢ w zupefnie nieoczekiwany sposéb. Potrafi by¢ mniejsza dla wiekszego D i odwrotnie.

Mozemy to wytlumaczy¢ tak:
prawdopodobnie rozwiqzanie polega na doprowadzeniu znanego D do postaci t?+1,2,4 lub t’t 1,2,4—,};—L
Zajmiemy sie teraz pierwszym przypadkiem tzn. RGl do RGVIIl. Wiedy moze by¢ tak, ze jakies duze D
daje sie doprowadzié¢ do postaci t2=1, co od razu daje rozwiqzanie, a inne mniejsze D mozemy do-
prowadzi¢ do postaci np. (2t +1)>+4 i dopiero rozwiqzanie tego RP daje petnq odpowiedz.
SprawdZmy nasze przypuszczenie na przyktadach:

1+ 13-180%=649° 1+ 19-39*=170?
1+ 13-4%52-97= 6492 14 19-32-132=170?
Widzimy, ze vZ= 5? doprowadza znane D Tutaj w7 = 3% doprowadza znane D
do postaci D, = 325 = 18%+1 (RGlI) do postaci D, =171 = 13242  (RGIV)
skqd v, = 2-18 =36 skad v, =13
Y =vev, = 365 =180 Yy =vpv, = 13:3=239

Kazde y zawiera w sobie v, doprowadzajgce dane D do postaci podlegajqcej pod RGI do RGVIII,
W skrajnym przypadku y = v,.
Teraz nalezafoby jako$ powiqza¢ ze sobq wielkosci v,, t i a. Ma to by¢ taki zwiqzek, zeby D= t’t a
pomnozone przez v dawato w wyniku nowe D spetniajace wymagania RGI do RGVII, czyli bylo postaci

t2 £1,2,4, Oczywiscie t, o ktérym teraz méwimy nie ma nic wspblnego z t, z RGV do RGVIIl. Tak na-—
prawde to bedzie to ¢ w RG.

(t2+a)vi= 7 £1,2,4
(t2-a)vi= ! £1,2,4
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Liczbe 1, mozemy przedstawi¢ w postaci:

t=tv+p, dla D=t’+a V2= Py
t=tu,-p, dla D=t’-a V2= Po
mamy wiec:
dla D=t’+a dla D=t’-a
22 +av? = (tv, +00)? £1,2,4 t202 —av? = (tv, —po)? £1,2,4
av? = 2tv, po +pf £1,2,4 av?= 2tv,p, —p? 11,2,4
_ 2tuepo +p? £1,2,4 . 2tv.po—pé £1,2,4
v2 vE
241,2,4 2+1,2,4
_2tp, + B 5250 2tp - B ESS
a= Va o= V2
Przyjmijmy pf:l: 1,2,4
V2 K
puz + 1,2,4 = P2
Otrzymujemy
a= 2tEo+E| o= ZtEO_E1
V2 V2
D=2+ ZBED p=t2- ZBTR

Mnozac "tak przygotowanq” liczbe D przez v otrzymujemy kolejno:
(tv,)— pierwszy wyraz z wzoru (a 2b)*=a? £2ab+ b?

t2tv.po — drugi wyraz powyzszego wzoru
2

o trzeci wyraz (pwv.=p?t1,2,4)
+1,2,4
co razem daje (tv, :I:po)z:I: 1,2,4

czyli nowe D spetniajace rozwiqzania gtéwne.
Bazq dla rozwigzania kazdego przypadku RP bedzie wiec ukfad réwnan

da D=t*+a dla D=t*-a
_ 2tp +p, o= 2tpmp,
V2 V2
pv.=pt£1,2,4 pv, = P2 £ 1,2,4

Zanim przejdziemy do dalszych rozwazan uscislenia wymagajg wartosci vy i v.. Ich doktadne znacze—
nie jest nastepujqce:

v; — rozwiqzuje RP, jezeli D jest postaci podlegajacej pod RGI do RGVIII

v, — doprowadza znane D do postaci podlegajqcej pod RGI do RGVIII
oraz Yy = V1~ Va.
Rozpatrujqc przypadek RGVIII (str. 13 i 15) uzywalis$my v. w troche innym znaczeniu, co wynikato
z tego, ze aby obliczy¢ y dla D=(2t1+1)2+4 nalezato przejs¢ przez posredni stopien Dy =t5+1.
Nalezy pamieta¢, ze kazde D pomnozone przez y? daje w wyniku:

t2—1

co oznacza, ze zawsze ¥y = vz (wtedy v;=1), plus przypadki kiedy y i v sie réznia.
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W nastepnym rozdziale

"Klasyfikacja liczb D” powiedziane bedzie wigcej o wartosciach v. w zalezno—

$ci od tego do jakiej grupy nalezy dane D. Oprécz v, doprowadzajacych kazde D (ale nie te nalezqce
do RGI-VIIl) do postaci podlegajacych pod RGI-VIII istniejq tez v. doprowadzajqce D do postaci podle—

gajacych RGIX,X,XI.

w dobrym znaczeniu tego stowa, bo tez prowadzg do rozwiqzania.

Przyktady:
D = 67 y = 5967
D=70 y =30
D=464 y = 455

v, = 27
v, = 5967
v, = 30
’l)2=
V,=5
v,= 6
v,= 10
v,= 15
v, = 455
v,=13
V,= 35
v,= 65
v, = 91

DvZ = 2212+ 2
Dv? = 488422

Dv? = 2512 -1
DvZ = 252+ 5
Dv? = 422- 14
DvZ = 502420
Dv? = 84%-56
Dv2 = 1252+ 125

Dv? = 98012 — 1
Dv? = 2802+ 16
Dv2 = 754%- 116
14002 + 400
1960% + 784

2
D,

2
D,

Wracajac do wyprowadzonych wzordw, mozemy je rozpisaé jak nizej:

9 b

_l_
_ 2ipetp
[1] "7
Pv=pi— 4
o= 2tpyt p,
(%)
PV, =pi-2
a:—ﬂo—M t+ }
(2]
3
p1'v2=p°2—1
o= 2t pet P
.
Pv,=pst 1
5
pv,= Po+2}
o= 2t pot py
IEI Vs avi-
PY,=pit+4

avZ- 2tpv,+ (4 -p2) =0

av?- 2tpw,+(2-p8) =0

- 2tpy, +(1_pg) =0

- 2tpur- (1+p8) = 0

av; — 2tpyy,- (2 + po) 0

.

[~]

(]

(=]

H

2tpv,—-(4+p3)=0

@
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b} b))

a=ﬁpn:&
pv,=pi-4
a = tho— 21
%
V= p¢-2
a= ztﬂo_ 21
- (2
Dv,=pi—1
a= 2tpo—p1
(%
,= P2+ 1
_ 2tpo- p}
nv,= Po+2
p1’”z=pzn+4

Nie zajmujemy sie nimi w tym opracowaniu. Mozemy méwi¢ o nich "pseudo” v.

RGIV
RGI

RGI
RGIX
RGIX
RGX
RGX
RGIX

RGI

RGX
RGX
RGX
RGX

v2-2tpu,—(4-p2) =0

av, - 2tpv,~ (2 _poz) =0

- thuvz_ (1 _pg) =0

22— 2tpw, + (1+p2) = 0

- 2tpv,+ (2 +P§) =0

av2-2tpp+ (4+p2)=0



+ [1]
av2- 2tpv,+ (4 - p?) =0
A = 4t2p2 - 4a(4 - pd)
VA = 2\ ep2 - a(4-pd)

Zeby VZ byt liczbq naturalng musi zachodzié

(tpo+ )" = t2pt - a(4-pd)
p, — liczba naturalna dodatnia
t2p} +2tpp+ pt = tpf - a(4-p)

ap? - 2tp,p,— (4a+p?)=0

VA = 2(tp,+p)
vz=—2tp&+p' lub  w,= - B

a
+
av2- 2tpu,+ (2 -p2) =0
A = Atrpl - 4a(2 - p?)
VA = 2\ 2p2-a(2-p)
(tpy+p)* = £2p3 - a(2-pd)
t2pd + 2tppt P} = t2pf - a(2-pd)

ap; - 2tpp,— (20 +p?) =0

VA = 2(tpy+p)
v =_2tp&+p, lub  v,= -2

2
+
av2-2tpv,+ (1 —p2) =0
A = At2p2 - 4a (1 —pd)
VA = 2\[#p2-a(1-pd
(tpp+ p)’ = t2p% - a(1-pd)
?p2 + 2tpp+ pd = Pp2-a (1 —pg)

ap? - 2tpp,— (a+p2) =0

VA = 2(tp,+p,)
v,:% lub 'Uz=——m

Otrzymalismy dwanascie réwnan kwadratowych ze wzgledu na v,. Sprébujmy je rozwiqzaé.

+
av?-2tp,-(1 +p2) =0
A = Ap2 + 40 (1 +p2)
VA = 2\ p2 + a (1 +p))

(tpy+p)* = tp2 + a1 +pd)
©2p2 + 2tpp+ pf = t?p¢+ a1+ pd)

ap; - 2tpp,+ (a-p2) =0

VA = 2(tp,+p)

V,= _th&+p1 lub  v,=- —%

+
avi-2tpw,— (2 +p2) =0
A = Ap2 + 40,(2 +pd)
VA = 2\ #p2 +a(2+p))
(tpo+p)" = t2p +a(2+ )
2p2 + 2tpp+ P2 = 202+ a (24 pd)

ap — 2tppy+ (20-p?) =0

VA = 2(tp,+p,)

v:% lub  v,= -

2

+ (6]
av?i-2tpv,- (4 +p2) =0
A = A2p2 + 40, (4 +p2)
VA = 2\ t2p2 + a (4 + p2)
(tpo+p))* = tp3 + a4+ pd)
t2p? + 2tp,pit P} = t2p¢ + a(4+p?)

ap? - 2tpp,+ (4a—-p2)=0

VA = 2(tp,+p,)

U2=_2tp&+p1 lub  v,=--B

2= a



-
av2- 2tpw,- (4 -p?) =0
A = A2p2 + 4a (4 -pd)
VA = 2\ ep2+a(4-pd)

Zeby VZ byt liczbq naturalng musi zachodzié

(tp—p)* = t*pk +a(4-pi)
p, — liczba naturalna dodatnia
#2p2 - 2tpp+ p? = t2p2 +a (4-pd)

ap? - 2tpp,— (4a-p?)=0

VZ= 2 (tp,—p1)
vF—th&—p, lub  w,= B
-

avi-2tpv,— (2 —p?) =0
A = 4202+ 40, (2 - pd)
VA = 2\[p2+a(2-pd)

(tpe—p,)* = 203 +a(2-pd)

2p2 - 2tpp+ ph = t*pi +a(2-pd)

ap? - 2tpp,— (2a-p2)=0

VA =2 (tpo—p1)
v,= —th&_p‘ lub  w,= B

-
avi-2tpu,— (1 -p2) =0
A = 4202 + 4a (1 - pd)
VA = 2\[#p2 +a(1-pd
(tp-p)" = p3 +a(1-pd)

t2p? - 2tpp+ ph = t*pi +a(1-pd)

ap? - 2tpp,— (a-p?) =0

\/Z = 2(tpo-p,)
v,= _th&—n lub  w,= —%
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-
avZ-2tpw,+ (1 +p2) =0
A = 482p2 - 4a (1 + 1))
VA = 2\ 2p2 - a(1 +p))

(tp-p)* = t2p - a (1 +pd
©2p2 - 2tpp+ pf = t?pi—a(1+pd)

ap - 2tpp,+ (a+p2) =0

VZ= 2 (tpo—p1)
U2=_2tp&—p1 lub  w,= B

-
av2-2tpw,+ (2 +p?) =0
A = 4t2p2 - 40.(2 +pd)
VA = 2\ #p2 - a(2+p))
(tpo-p)" = t2pt - a(2+ )
t2p? - 2ip,pt pl = 202 - a(2+1))

aps - 2tpp,+ (2a +p2) =0

VA = 2 (tp,-p1)
U2=_2tp&—p1 lub  wv,= B

- (6]
avi-2tpv,+ (4 +p2) =0
A = At2p? - 40,(4 +pd)
VA = 2\ 2p2 - a(4+p))
(tpo-p)* = t2pt - a(4+ )
t’p} - 2tp,pt+ = t2p} - a(4+p})

ap - 2tpp,+ (4a+p?)=0

VA = 2 (tp,—p1)
v,= _th&—p lub  wv,=-B



Dla D=t*+a mamy vzz_ZtP&"'ﬂ
Dla D=t?-a mamy v,=2B=D
1

Odpowiedzi 'v2=:lz% odrzucamy, bo mieszczq sie w 2tp°_;:p1 gdy p, = 0.

Otrzymalismy 12-$cie nowych réwnarn. Rozwiqzujqc je jak poprzednio otrzymujemy:

+ [1]

apZ- 2tp,p,— (4a+p?) =0

ap? - 2tp;p,+ (4a*>p)= 0

VA = 2(tp,+p,)

+ [4]

api- 2tp,p,+ (a-p?) =0

ap; - 2tp,p,— (a* p?) =0

VA = 2(tp,+p,)

p= 2B b py= -
+
ap?- 2tpp— (a+p?) =0
ap? - 2tpp,+ (2a*-p2) = 0
VA = 2(tp,+p,)
=B e g R
+
ap?- 2tp,p,+ (a—p?) =0
ap? - 2tpp,+ (a’-p2) =0
VA = 2(tp,+p,)
p= 2B b =B
- [1]
ap?- 2tp,p,— (4a-p?) =0
ap? - 2tpp,— (40’ pH=0
VA = 2(tp,-p,)
p=2B b p= -
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po= R b p=- B
+

ap?- 2tpp,+(a+p?2) =0

ap? - 2tpp,- (20’ p2)= 0

VA = 2(tp,+p,)

po= R b = R
+ [6]

ap?- 2tpp,+ (a-p?) =0

ap} - 2tpp,— (4a”+p2) = 0

VA = 2(tp,+p,)

p=ZBER b p=- B
-

ap?- 2tp,p,+ (a+p?) =0

ap? - 2tppy+ (a® p2)=0

VA = 2(tp,-p,)

p=ZBP b p,=- B



- [2]

ap?-2tpp- (a-p?) =0

ap? - 2tpp,- (2¢*-p)= 0

VA = 2(tp,-p,)
- 2tp - p,
a

- [3]

api-2tp,p,- (a—p?) =0

lub

0

po=‘%

ap? - 2tpp,- (a*~p3) =0

VA = 2(tp,-p,)
2tp,-
Po= SH P lub =2

- [5]

api- 2tpp,+ (a+p?) =0

ap? - 2tp;p,+ (20*+ p) = 0

VA = 2(tp,-p,)
- 2tp-p,
- [¢]

api- 2tp,p,+(a+p?) =0

lub  p,=-E2

ap? - 2tpp,+ (42 +p2)=0

\/Z =2 (tp1_pz)
2tp, —
p=2BB b p= B

Takie postepowanie mozemy kontynuowaé jak diugo zechcemy. Nie ma takiej potrzeby, wtasnie
otrzymane, trzy kolejne réwnania dla kazdego przypadku pozwalaja na napisanie ogélnych wzordow. Ko-
lumna 4-ry (gdybysmy chcieli jo dopisa¢) miataby @ w nawiasie w potedze trzeciej, niewiadome p, i p,
i przestawialiby$my w niej rownania podobnie jak w kolumnie 2, zeby ofrzymaé¢ doktadnie takie same

znaki we wszystkich réwnaniach.

KOLUMNA 1

nvi- 2tpw,+ (4a°—p2) =0
av2- 2tpv,+(2a°-p2) =0
avi- 2tpw,+ (a®-p2) =0
av2-2tpw,— (@ +p2) =0
av?- 2tpv,—- (2a°+p2) =0

av?- 2tpv,— (4a®+p2) =0

av?- 2tpw,— (4a®—p2) =0
av2-2tpw,- (2a°-p2) =0
avi- 2tp,- ( al _pg) =0
avZ-2tpv,+(a’ +p2) =0
av2- 2tpv,+(2a° +p2) =0

av2- 2tpv,+ (4a° + p2) =0

KOLUMNA 2
" 9

_|_

apy - 2tpp,— (4a'+p2) = 0 =—

—— apy - 2tpp,- (2a'+p?) = 0 =—

- ]

= ap] - 2tpp,+ (20'-pH) = 0 —

apy - 2tpp,— (a'+p?) =0
aps - 2tpp,+ (a'-p?) =0

—= ap{ - 2tpp,+ (4a'-p?)= 0 ——
V.= th(,;l+p1

2

9

9

ap; - 2tpp,- (4a'-pf)= 0
ap; - 2tpp,~ (2a'-p?) =0
ap; - 2tpp,- (ol -pH) =0
ap; - 2tpp,+ (o' +pH) = 0
ap; - 2tpp,+ (2a'+p) = 0
ap; - 2tppy+ (4a'+p?) = 0

v, = ZtP& —P

Uporzqdkujmy réwnania w kolumnie 2 zgodnie ze strzatkami.
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KOLUMNA 3

ap? - 2tp;p,+ (4a*-p) =0
ap; - 2tpp,+ (2a’-p2)= 0
ap? - 2tpp,+ (a®~p3)= 0
ap; - 2tpp,- (a% pd) =0
ap? - 2tpp,— (2a* p3) = 0
ap? - 2tpp,— (4a?+p2) =0
e
ap? - 2tpp,— (4a’-p2) =0
ap? - 2tpp, - (20*-p) = 0
ap? - 2tp;p,- (a*p) =0
ap - 2tpp,+ (a* p2) =0
ap? - 2tpp,+ (20 +p2) =0

ap? — 2tp,p,+ (40’ p2) = 0

2tp, -
D= —p&, B



Teraz widoczny staje sie porzaqdek, ktéremu podlegajq kolejne réwnania.

KOLUMNA 1 KOLUMNA 2 KOLUMNA 3
” + 9
avi- 2tpw,+ (4a®— p2) = 0 ap? - 2tpp,+ (4a'=p?) = 0 P! — 2tp;p,+ (4a*p2) = 0
avZ-2tpw,+ (2a0-p2) =0 apl - 2tpp,+ (2a'-p2) = 0 ap? - 2tp,p,+ (24>~ p2) = 0
avi-2tpv,+ (at—p2) =0 ap? - 2tpp,+ (a'-p?) =0 ap? - 2tpp,+ (a?-pd = 0
av?- 2tpv,—(a® +p2) =0 ap? - 2tpp,- (' +pH)=0 ap? - 2tpp,— (% p2)=0
av?-2tpw,- (2a%+p2) =0 apl - 2tpp,— (2a'+p2) =0 a,p,z - 2tp,p,- (20%p2)= 0
avi-2tpw,- (4a°+p?) =0 ap? - 2tpp,— (4a'+p2)= 0 - 2tp,p,— (4a*+pd) =0
v,= HBtR: R
I
av2- 2tpy,— (4a° - p2) =0 ap? - 2tpp,~ (4d' - p?) = 0 ap? - 2tpp, - (4a’-p2) =0
avi- 2tpw,~ (2a°-p2) =0 ap; — 2tpp,— (20 -p?) =0 ap? - 2tpp,— (20°-p?) = 0
avZ- 2tpv,—(a® - p2) =0 apl - 2tpp,— (o' —p?) =0 ap? - 2tpp,- (a>=p)=0
av2-2tpy, +(a® +p?) =0 2 - 2tpp,+ (a'+p2)= 0 ap? — 2tpp,+ (dP+pd) =0
av?- 2tpw, + (2a° +p2) =0 ap? - 2tpp,+ (20" +p2) = 0 ap? - 2tpp,+ (202 +p2) =0
av2-2tpy, + (4a® +p2) =0 ap? - 2tpp,+ (4a'+p?) = 0 ap? - 2tpp,+ (4a% p2)= 0
v,= BB p=2RR

Ogblne wzory przedstawiajg sie nastepujaco:

b bD) bb) bp)

_|_ —
4an+1_p§+1) =0
2a/n+1_p3+1) =0

4an+1_ an)

ap?-2tp,.,p,+ 0
zan+1 pn+1) = O

ap?-2tp,.,p,+

ap?-2tp,.,p, -
ap?-2tp,., p, -

n+1

ap?-2tp,,,p, + (@™'-p2,) =0

ap?-2tp,,,p, + (@™'+p2,) =0

ap?—2tp,., P, — ap?-2tp,,,p, +
ap?—2tp,., P, — ap?-2tp,.,p, +

@ P = 210, ;pn+1 P = th,.; P+t

Powyzsze réwnania sq tak skonstruowane, ze znajac warto$é p,., mozemy obliczaé kolejne p (tzn.
P,s P,., itd....). W ten sposéb dochodzimy do v, lub y | rozwiqzania danego RP. To ostatnie i najwaz-

niejsze wyprowadzone w tym opracowaniu wzory (plus wzdr ze strony 34). Mozemy je przeksztatci¢
tak, zeby byto mozliwe postepowanie odwrotne. Tzn. znajac p, mozemy oblicza¢ p,,,, P,., itd....

a’n+1+pn+1) = O

(
(
2_ ( n+1_ 2 )_
oap; = 2tp. P, - @ =i, ) =0
+(
a’n+1+pn+1) = O (
+(4

FEEOE®E

+(

+(

+(
ap?-2tp,,,p, - (@™'+p%,) =0

(2

(4

@@ @O

an+1+pn+1) =0 a™'+ pn+1) =0
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99 99

+

P2, + 2tp,p,., — (@™

n+

P2+ 2tp, P, + (@
P2+ 2tp,p, + (20
P2, + 2tp,p,., + (4a

@O

Py + 2tp, Py, - (4a™'+ ap?) =0
Py + 2tp, P, — (22™'+ ap?) =0

"+ap?) =0

1

- ap?) =0

o apf)

n+1

- ap?)

@ pn+1 = a’pn—1 - thn
Ponizej rozpisano otrzymane wtasnie réwnania ogdlne (@ do i @ ) dla wartosci 2, Py, P2,

poniewaz w praktyce rozwiqzywan

KOLUMNA 1
9”9

_I_
p? +2tu,p, — (4+ av?) =0
P2 +2tv,p, — (24 av?) =0
p? +2tv,p, — (14 av?) =0

p? +2tu,p, + (1 - av?) =0

p? +2tu,p, + (2- av?) =0

P +2tv,p, + (4- av?) =0
P, = av, = 2tpe

b b3

pZ - 2tu,p, - (4 - av?) =0
pZ - 2tv,p, - (2 — av?) =0
p? = 2tv,p, - (1 - av2) =0
p? - 2tv,p, + (1 + av?) =0
p? = 2tu,p, + (2 + av?) =0
p2 - 2tv,p, + (4 + av?) =0

P, = 2tpo - @,

ia RP najczesciej je uzywamy.

KOLUMNA 2
9”9

_I_
p2+2tp,p, - (da+ ap?) =0
p2+2tpp, - (2a+ ap?) =0

p2+2tpp, - (a+ ap?) =0

+(@-ap?)=0
+ (2a-ap?) =0

pi+2tpp,
pi+2tpp,
P2+ 2tp,p, + (4a- ap?) =0
p, = ap, - 2tp
bb) b))

- (4a
- (2a

p? - 2tp,p, -ap?) =0

Pl -2tpyp, - ap?) =0
p?-2tpp, - (a- ap?) =0
pi-2tpp, + (a+ ap?) =0
p?-2tp,p,

p?-2tpp,

+(2a +ap?)=0
+ (40 +ap?)=0

P, = 2tpr —ap,

bp/ bb

Piy = 2tp, P, — (4™ = ap?) =0
Phi = 2tp, Py — (20™ - ap?) =0
@ pZ, - 2tp,p,., — (™' - ap?) =0
@ P% - 2tp, P + (@' +ap?) =0
0 @ P2, = 2tp,p,., + (20™ + ap?) =0
0 P2, = 2tp, P, + (4™ + ap?)

0

Py = 2tpn —ap,,

KOLUMNA 3
9

_|_

P37+ 2tp, p,

402+ ap,) =0
p: +2tpp, 0

- (
- (2a2+ ap,)
- (

p?+2tpp, - (@?+ap,) =0

p2+2tp,p, + (@?-ap,) =0

p2+2tp,p, + (2a2-ap,) =0

p2+2tp,p, + (4a2-ap,) =0
ps = ap, = 2tp,

b} b}

pi-2tp,p, - (4a2-ap?) =0
pi-2tpp, - (2a2- ap?) =0
P} -2tp,p, - (a?- ap?) =0
pi-2tpp, + (@*+ ap?) =0
p2-2tp,p, + (202+ ap?) =0
p2-2tp,p, + (402+ ap?) =0

Ps = 2tp: - ap,

Wypisane wyzej réwnania nie wydajq sie przydatne przy rozwiqzywaniu RP. Takze wartosci p wy—
gladajq na sztucznie powstate. W RP mamy do czynienia z dwoma niewiadomymi x i y wystepujacymi
tylko w potedze drugiej. W wyprowadzonych wtasnie réwnaniach wystepujq niewiadome p, i p,,, w pote—
dze drugiej i jako iloczyn pierwszych poteg, a oprécz tego niewiadoma m jako wyktadnik potegi. Trud-—
no uwierzyé, ze chcqc rozwiqzaé RP nalezy przejs¢ przez rozwiqzanie ktdregos z tych réwnan i jest
to czesto postepowanie nadzwycza] proste.

Popatrzmy na te réwnania z innej strony. Przy ich rozwiqzywaniu przechodzimy przez etap obli-
czania A —ty. Oczywiste jest, ze w kazdym podlegajgcym rozwiqzaniu przypadku pierwiastek z A -ty

musi byé liczbq naturalng.
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Przeksztat¢émy dla przyktadu dwa z otrzymanych réwnan:
@ ap?-2tp,, o+ (4a™-p2,) =0 @ Ph, = 2tp, P, + (@™ +ap?) =0

A = 4tp2, - 4a(4a™-pL,) A = 4t2p2 - 4afa” +p?)
VA = 2\[2p2, - a(4a™'-p2,) VA = 2\[t2p? - ala’+p2)
z czego wynika, ze: z czego wynika, ze:
t2p%, - a(4a™'-p2,) = m? t2p2 - ala’+p}) = m?
Pphy - 4™ + apl, = m? ?pl- o™ - apl = m?
P2, (2+a) - 4a™ = m? p2(t2-a)-a™ = m?

— 4a™ + DpZ, = m? -a™ +Dp?=m?

Rozwiqzujqc w podobny sposdéb pozostate réwnania mozemy napisaé ogélny wzér dla wszystkich przy—

padkodw:
11,2,40™" 4+ Dp? = m?
lub w formie tatwiejszej do dyskusji:

+1,2,4a" + Dp2, = m2| D=tta ORP

W skrécie bedziemy je nazywaé¢ ORP (Ogdlne Réwnanie Pella).

Pierwsze co mozna powiedzieé o powyzszym rdwnaniu to, ze jest to réwnanie ogdlne, ktérego przy—
padkiem szczegdlnym jest RP. Wystarczy, jezeli z liczb +1,2,4 wybierzemy +1, zamiast p, _, wstawimy y,
W miejsce m napiszemy x i przyjmiemy n = 0.

Jezeli w ORP przyjmiemy n=0 to p,_, = p_,. Nie uzywamy takiego symbolu, bo to juz y lub v,.

Rozwiqzanie ogdlne RP polega¢ bedzie na rozwigzaniu kitdregos z rownan dla n =1, 2, 3, 4.....

i przejsciu od n=1 do n=0 przy pomocy réwnan (1) do (12 i @) @. W kolejnych rozdziatach zosta—
nqQ opisane sposoby znajdowania réwnan kiedy n =1 dla D o réznych wtasnosciach.

Ponumerowalismy powyzsze réwnania numerami od (1) do @ po to, zeby w przysziosci tatwiej powo-
lywa¢ sie na potrzebne akurat réwnanie. Do potrzebnego réwnania dochodzimy drogq eliminacji. Row—
naniami (1) do (12 | @ @ postugujemy sie gdy poszukujemy rozwiazania RP. W zaleznosci od tego czy
D=t"+a czy t’~a w gre wchodza réwnania (D do (® Ilub (D do @ . Wspotczynnik 1, 2 lub 4-ry
przy a" mowi nam z kolei, kidre dwa réwnania z szes$ciu wchodzq w rachube.

Réwnaniami (19 do @) i @) @ postugujemy sie gdy znamy rozwiqzanie RP i chcemy znalezé wartosci
p dla n > 1. Ten przypadek nie sprawia problemdw obliczeniowych, jednak bardzo pomaga w zrozu-—

mieniu problemdw ukrytych w RP i zostanie dokfadnie omdwiony.
Wyprowadzone w tym rozdziale wzory mozemy rozpisa¢ dla poteg n od 0 do 5—ciu, co bardzo cze—
sto wystarcza do rozwigzania konkretnego RP.

1+Dy?=z? Y =7,

+1,2,4a° + Dv2 = m?

1,2,4a' + Dp2 = m?

11,2,4a* + Dp? = m?

1£1,2,4a° + Dp? = m?

P, = 2t25aipa t1,2,4a' + Dpz = m?

9 9 t1,2,4a’ + Dp} = m] 99
py = 2ReEDe 47 e, —

b= 2tpat p, P = aw, —2bp, s p. = 2ip, - an,
o P, = ap, — 2tp, P, = 2tp, - ap,
= E%i& p; = ap,—2tp, p; = 2tp, — ap,
po= LpiEp: P, = ap,=2tp; p, = 2tp; - ap,
2t0p £, ps = ap;—2tp, ps = 2tp, — ap;
V=T D5 = ap, — 2tp, Ps = 2tp, — ap,
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W nastepnych rozdziatach zajmiemy sie szczegbtowq analizq réznych przypadkéw, teraz popatrzmy na

dwa przyktady zastosowania wyprowadzonych wzordw.

Pierwszq liczbq D dla ktérej nie potrafimy obecnie znalezé rozwiqzania jest 19. Co prawda mnozac
19—scie przez 3”otrzymujemy 171 = 13°+ 2, ale jak wspomniano w rozdziale o rozwigzaniach gtéwnych
jest to tylko szczesliwy przypadek. Rozwigzemy wiec RP dla D =19 i dodatkowo dla D = 31.

D=19
t=4

D=4+3 znak "+
19=2-34+1"

-2:32419.-1=1?

a=3

-2a’+ Dp? = m?

p=1 n=0
@ api-2tpp+(2a'-p?) =0
® ap?-2tpp,—(2a'+p?) =0
® 3p2-2-41p,+(2:3-1)=0 Va =2
® 3p2-2-4-1p,-(2:3+1)=0 V& = \148 odpada
Py = 8;'2=1TO odpada p5’=¥=1
® w- 21!5,0,:;191 _ 2-4-31+1 _ 3

19:32=171=13’42 —= v, =13
y = 'U1"Uz= 13'3 =39
1+19-39° =170°

D =31
t=26

D — 62_ 5 ”_”
31 = 9°-2.5°

2:524+31-1*=9

a=5 znak

2

2a*+ Dp? = m?

p=1 n=0
api-2tp,p, - (2a'-p?) =0

@ ap?-2tpp,+(2a'+p? ) =0

5p2-2:6-1p,—(2:5-1)=0 V& =18
® 51’02_2'6'11’0"'(2'5 +1)=0 V& = \-76 odpada

,_12+418 _, ., _12-18 __ 6
P=""79 =3 pw=""75 =~ 7g odpada
@ = Mpop - 2631

5
31:72=1519=39-2 —= v, = 39
y=v-v =397 =273
1+31-273%=1520"

Rozwiqzujac powyzsze przyktady w kazdym przypadku bralismy po dwa réwnania kwadratowe, zamiast
wzig$¢ wilasciwe i kontynuowaé rozwiqzanie. Wyprowadzajac wzory przy pomocy ktérych rozwiqzalismy
powyzsze przyktady zamieniali§my miejscami wzory w kolumnach. Teraz, zeby wybraé odpowiednie réw—
nanie musieliby$my wdawaé sie w rozwazania w ktérym wiasciwie miejscu znajduje sie nasze konkretne
réwnanie. Latwiej i szybciej rozwiqzywaé¢ réwnania kwadratowe, zwlaszcza gdy ma sie do dyspozycji
odpowiedni program. Kiedy znamy rozktad danego D oraz znak + lub — mamy z tego powodu do wy-
boru dwa réwnania, bo nie jestesmy pewni czy akurat kolejnosé¢ jok nizej nie zostatla odwrécona.

grupd +4 —— T4,-1 lub -4 =
grupa +2 -2

grupa +1 -1 =

grupa -1 I—— +1 Q
grupa -2 — +2

grupa t4,-1 lub -4 —— +4

Wiece] o grupach liczb D w nastepnym rozdziale.
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