Inne rownania

Na poczaqtku tego opracowania pokazalismy jak z réwnari wyjsciowych otrzymywaé réwnania Pella

korzystajgc z przeksztalcenia przy pomocy A —ty. W rezultacie otrzymalismy Ogbélne Rdéwnanie Pella
(w skrdcie ORP).

1+1,2,4a" + Dp2, = m? D=t*ta

Wykfadnik potegowy m i indeks m przy p nie majg ze sobg nic wspblnego poza tym, ze niezaleznie
od siebie informujq z kitdrym z kolei réwnaniem mamy do czynienia.
Rozpisanie tego réwnania dla poczgtkowych poteg, poczqwszy od m = 0 przedstawia sie nastepujgco:
1+ Dy?= x? Y=,
£1,2,4a° + DvZ =m?
$1,2,4a' + DpZ = m?
$1,2,40* + Dp? = m?
t1,2,40° + Dp? = m?
11,2,40* + Dp? = m?
$1,2,40° + Dp? = m}

Dla uproszczenia przyjmijmy "+1” sposréd wartosci "+1,2.4”.
a’ +Dy?=ux?
o' + DpZ =m?
o’ + Dp? =m?
o’ + Dp? =m}?

Teraz widoczne jest, ze ws$rdéd tych réwnan znajdq sie takie jak nizej:

a"tb"=c? (n nieparzyste wieksze niz 2)
Bedzie sie tak dzia¢ z wielu powoddw. Jak choéby na przyktad kiedy:

— D= k" i odpowiednie p, = %1 lub 4 i upraszcza sie z tym samym wspbtczynnikiem przy o

— D= 2k" iod p, zalezy czy iloczyn Dp? to liczba w potedze nieparzystej (na przyktad D = 2k’
a odpowiednie p,= 5-2° co daje Dp? = (2-5%k)’

Z tego co dotychczas napisano widaé, ze dajgc temu rozdziatowi tytut "Inne réwnania” mamy na
mysli to najstynniejsze

a"+b"=¢"
a wlasciwie

a"tb"=c"
Nie okreslamy ktére z liczb a, b, ¢ sq parzyste lub nie. Wazne, ze sq wzglednie pierwsze.
Podamy teraz przyktady dla réznych D. Przyjmujemy, ze znamy rozwigzania dla tych D, uzyskane
metodami przedstawionymi w tym opracowaniu lub metodq ufamkéw faricuchowych. To znaczy dla
kazdego D znamy Yy, v, i odpowiednie p,.

Przypatrzmy sie réwnaniu:
*+2°=3
Znamy je od dawna, bo liczby w tym rdwnaniu sq bardzo mate. Sprébujmy je wyprowadzié.
D=8 D=2%=2"+4 t=2 a=4 znak "+” grupa "-4" RGVI
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Liczby postaci (2¢)*+ 4 podlegaja pod rozwigzania gtéwne (w tym przypadku pod RGVI).
Z czego wynika v,=t,=1.

-4+ 8-1*= 2?
Kiedy znamy wartos¢ v, mozemy obliczy¢ kolejne pn.
(13) ph+2pp- Ua™+apt) =0 pi +2tup - (40 + av}) =0
P&, +2tp,p,., + (40" - ap?) =0 p? +2tv,p, + (40’ - av?) =0
W powyzszych réwnaniach mamy:
pnz v2
Py=Po—=nN+1=0—=n=-1 p =p, tojuz v, luby.
@p§+2-2-1p0—(4'4°+4'12)=0 p2+4p,-8 =0 \a =\48 odpada
p§+2-2-1p0+(4-4°—4-12)=0 p2+4p, =0 V& =4
-4+ 4 —4-4
Po = 7 =0 Po= 5 = -4
Kolejne wartosci p obliczamy z wzoréw (strona 34):
P, = av, - 2tp,
P, = ap, — 2tp,
ps = ap, —2tp,
P, = ap, - 2tp,
Ps = ap; - 2tp,
P = ap,—2tp,
P,=0 t=2 a=4 wv,=1 p°=—4t=2 o=4 wv,=1
p,=41-2.2.0=4 p,=4-1-2.2(-4)=20
p,= 40-2.2.4 =-16 p,=4(-4)-2-2.20=-96
ps= 4-4-2.2(-16) = 80 ps =420 - 2.2(-96)= 464
p, = 4(-16)-2-2-80=-384 p, =4(-96)—2-2-464 = —2240
p, = 4-80-2-2(-384) = 1856 p, = 4-464 - 2-2(-2240) =10816
p, = 4(-384)-2-2-1856 = —8960 p, = 4(-2240) - 2-2-10816 = -52224

Teraz dla obu przypadkéw p, wypiszemy réwnania w kiérych a wystepuje w potedze nieparzystej (n=>2).

+4-4° + 8(-16)2 = 482 +4-4% + 2°(-96)% = 2722

+4-4° + 8(-384)% = 10882 +4-4° + 2°(-2240)* = 63362

+4-47 + 8(-8960)2 = 253442 +4-47 + 2°(-52224)2 = 1477122
Po uproszczeniach:

P4+ 2°=32 P4 2862 =172

15+ 2%-6% =172 1° 4+ 2% 35% = 63367

17+ 23352 = 992 17+ 2% 204%=577%
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W skrocie cate postepowanie przedstawia sie jak nizej:
1+8-12=32
-4-4°+8-12 =27
4-4'+8-02=4"
—4-4%+8-4%2=82
4-4°+8-(-16)2=48>—= '+ 2°=32
Réwnanie 1*+ 2°=32 to jedno z réwnan ORP po uproszczeniu.

Dla przypomnienia.
D=8 nalezy do grupy "+1” i grupy "—4”. Réwnanie powyzej otrzymali$my rozpatrujgc D=8 w grupie
"—4”. Dla D=8 w grupie "+1” odpowiednie réwnania to:

D=8 D=2°=3"-1 t=3 a=1 znak "-” grupa "+1” RGI
1°+8-12=32
1'+8-02 =12

12+8-(-1)2=32
1°+8-(-6)2=172
1*+ 8- (-35)% = 992
1°+8-(-204)2=5772

D=128 D=2"=11*+7 t=11 a=7 znak "+” grupa "+1”
1+128-512=577%
y=51 p,=16  p =5 p,=2
-7"+128- 162 = 181"
7%+128-52=577
-7%+128-22=132 —= (2°)*-7°=132
W tym przypadku p2 = 2* uzupetnito D =128 do liczby kiérq mozemy wyrazi¢ w 3—ciej potedze.

To byly proste przyktady. Znajgc rdwnania:
1P+ 2°=32
(23)3 _73 - 132
stosunkowo fatwo znalez¢ odpowiednie réwnanie Pella. Najczesciej jednak jest to dosyé¢ trudne zadanie.
Na przyktad w przypadkach jak nizej:
113+ 37° =228
23°+ 1177° = 403802
Stopieri trudnosci nie jest w tym przypadku wazny. Istotne jest, ze dla wszystkich wynikajgcych z ORP
zwiqzkdw:
a"tb"=¢?
wyraz ¢, musi by¢ réwny c", jezeli prawa strona réwnania miataby by¢ n—tq potega.
Przyjmujqc, ze to zachodzi otrzymujemy:
a"tbh" =™
To réwnanie wynika z ORP.
Zajmiemy sie teraz lewq strong tego réwnania tzn. wyrazeniem a"+ b
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Mozemy sprébowaé napisaé réwnanie wyjsciowe dla tego wyrazenia (tak dobrze sprawdzito sie to
w przypadku réwnania Pella wiec czemu nie). Mozna to uczyni¢ na wiele sposobdw, kiére w sumie
sprowadzajq sie¢ do tego samego wyniku.

Na przykfad:

% tatb2=0 /A bi-b.=b b1, b2 wzglednie pierwsze
al+b" = ¢t

Takie réwnanie zawsze zachodzi, bo a, to wynik dodawania lub odejmowania g—‘ i b2.
Zeby po lewej stronie otrzymaé
a +b"
musimy zatozyé a,= a" i wtedy
b
4
a™+b"= ¢?

ta"tbi=0/a

Potwierdza sie to co stwierdzilismy rozpatrujgc ORP. Prawa strona réwnania musi by¢ kwadratem ja-
kiej$ liczby w potedze m, jesli ma zachodzié¢ réwnanie Fermata. Dochodzi tez jeszcze jeden warunek.

Jeden z wyrazéw a" lub b" musi sie da¢ przedstawi¢ w potedze drugiej. Réwnanie Fermata spetniajace
te warunki wyglqdafoby jak nizej:
a™tb"=¢™
Skad
b'=("+a")(c"-a") lub  bB"=(@ +c")(@"-c")
birb=(C"+a)c"-a) lub  birba=(@+c")(@-c")
| na przyktad
bi=c"+a

Co oznacza, ze znalezliSmy réwnanie mniejsze niz to, ktdre rozpatrywalismy, co nie moze zachodzi¢
bez konca.

Mozemy tez poréwnaé¢ ze sobg lewe strony réwnan otrzymanych raz z ORP i ponownie z réwnania
wyjsciowego przeksztatconego przy pomocy A —ty.

a™tb"=a"tb"

a'=1
Co zachodzi tylko wtedy gdy ¢, nie jest n—tq potega jak na przyktad w réwnaniu 1°+ 2°=32
A w ogblnym przypadku

a"=c"tbd"
nie moze zachodzi¢ kiedy a"=1.

Dla wyktadnika potegowego n=2 lub 2k powyzszy wywdd traci sens, bo nie zachodzq odpowiednie
ORP. Z oczywistych powoddéw nie rozpatrujemy przypadku n=1.

W przypadkach kiedy a"+b" jest jakqs dowolng liczbg nie bedacq kwadratem ORP “znajduje” sposéb,

zeby po prawej stronie tego réwnania byt wyraz w potedze drugie;j.
a"tb"pl,=m?

Réwnanie wyjsciowe dla lewe] strony tego réwnania podobnie jak zrobilismy to wczesniej to:

% ta tbipd = O/A birb2=b bi, b2 wzglednie pierwsze

—str 135 —



attb"pi_,=c?
G =a
a®tb"pl_g = cf

Co prowadzi do

a®tb"pi = a"£b"p?,
a"=1

To jest prawdziwe dla ostatnio wypisanych réwnan, ale nie dla réwnania
a"td"=c"

Tak wyglada spojrzenie na powyzsze réwnanie od strony ORP. Czy jest poprawne???
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