Rozunozanva gtowne

Kazdq liczbe D mozemy jednoznacznie okresli¢ wzorem:
D=t*t ¢ t=a

Co graficznie mozna przedstawi¢ jak nizej: ™

72 | 89
56 (71 | 88
42|55 |70 |87
30 (41 |54 |69 |86
20|29 (40 |53 |68 | 85
12 (19 |28 (39 |52 |67 |84
11 118 |27 |38 |51 |66 | 83
10 |17 |26 | 37 | 50 (65 | 82
9 (16 |25(36|49 |64 |81
8 (15|24 (35|48 |63 |80
7

6
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14 (23 (34 (47|62 |79
13 (22 (33|46 |61 |78
12 (21 (32 |45 |60 |77
20|31 |44 (59 |76
30|43 |58 |75
42|57 | 74
56 (73
72

Kazde D mozemy na wiele sposobéw przedstawi¢ w postaci D = t*+ a.

Np. 67=8%+3 67=92-14
67=72+18 67 =102 - 33
67= 62+ 31 67=112-54

Jak sie okaze dla wzoréw ktére wyprowadzimy nie bedzie mie¢ znaczenia czy t jest wieksze czy tez
mniejsze niz a, ale warunek t=a wybiera sposréd nieskoriczonej liczby mozliwosci jeden najbardziej
oczywisty i ma znaczenie przy dalszym postepowaniu z réwnaniem Pella po znalezieniu rozwiqzania.

Kwadrat lezqey najblizej liczby D to wiasnie ¢ W przypadku a=t mamy do wyboru jeden z dwéch
kolejnych kwadratéw.

Przyktady D=55=7%+6, t=7, a=6
D= 95=10%-5, t=10, a=5
D= 110=10%4+10 = 112-11 t=10, a=10, lub t=11, a=11
Dla D jak w ostatnim przyktadzie, zeby uniknqé¢ dwuznacznosci, mozemy zawsze przyjmowaé¢ mniejsze .
Przypatrujac sie rozwiqzaniom dla D od 2 do 102 mozna zauwazyé pewne regularnosci. Na przyktad
dla y=1 mamy D=3, 8, 15, 24, 35, 48, 63, 80, 99. Wszystkie te liczby sq postaci t2-1. | zaraz zro-
zumiate staje sie dlaczego w takich przypadkach y =1.
1+ (t2-1)-1"= &
2= {2

Jezeli D = t2+1 to mamy odpowiednio
D t

2
5
10
17
26
37

toupsr N =
INOmoA~ANE

Tutaj y=2t.
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Dla D = t2-2 zaleznosci sq nastepujace
D t

Y
2 2 2
7 3 3
14 4 4
23 5 5
34 6 6
47 7 7
Mamy wiec y={t.
Podobnie dla D = t?+2
D t Y
3 1 1
6 2 2
11 3 3
18 4 4
27 5 5
38 6 6
jest y=1.
Kiedy D = (2t,)*-4
t =2t, D b Y
12 2 2
32 3 3
60 4 4
5 5

96
z czego wynika y=1,.

Poniewaz okazuje sie, ze musimy rozrdozni¢ t parzyste i nieparzyste wprowadzilismy wielkos¢ {,.

Kolejny przypadek to D = (2t1)2+4

t =2t D t, y
20 2 2
40 3 3
68 4 4
104 5 5

i tak jok poprzednio y=1,.

Jezeli D = (2t,+1)°-4

t=2¢+1 D i, Y

S 1 4

21 2 12
45 3 24
77 4 40

Tutqj tatwo zauwazyé zwiqzek

y = % + 2

W dotychczasowych przypadkach uzywalismy wielkosci ¢ lub %, wiec, zeby byé konsekwentnym
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2
(2t +1)-4-1 +9

2
2
y= 4t1+4t12+1—4—1 +2
y= 2t1(t1+1)
Pozostat przypadek D = (2t1+1)z+4
t =2¢,+1 D t, Y
13 1 180
29 2 1820
53 3 9100
4

85 30996

Widzimy, ze jakis zwiqzek miedzy D i y zachodzi, bo im wieksze D tym wieksze y, chociaz nie jest
to zaleznos$¢ liniowa. Wartos¢ y rosnie znacznie szybciej niz D. Przypatrzmy sie podzielnikom liczby y.

Y

180 4:-9-5
1820 4-5-7-13
9100 4-25-7-13
30996 427741

W podanych przyktadach ws$rdd podzielnikdéw liczby y zawsze mozemy znalez¢ taki podzielnik, ze ilo—
czyn liczby D i tego podzielnika w kwadracie daje Dy takie, ktére mozna przedstawié¢ w postaci t%+1.

D Dy

13 13- 52= 325=18%+1

29 29-132=4901=70%+1
53 53-25%=33125=1822+1
85 85- 412 = 142885= 3782+ 1

Réwnania w ktérych D jest postaci t2+1 potrafimy juz rozwigzywaé. W tych réwnaniach y=2t. W na-

szych przyktadach nalezy bra¢ t dla liczby Di. Teraz, zeby obliczy¢ catkowite y nalezy pomnozyé przez
siebie podzielnik, ktéry dat nam Dyi 2t (gdzie t jest wziete dla liczby D).

D y catkowite

13 5:2-18=180

29 13-2:70 = 1820
53 25-2-182=9100
85 41-2-378 = 30996

Zaglgdnijmy do tabeli réwnan wyjsciowych dla rozpatrywanych D. Podzielniki, kiére przeksztatcajg D
w Dy to nic innego jak v, w tych réwnaniach. Pozostaje znalez¢ zwiqzek miedzy v, i .

Biorgc pod uwage nasze przyklady mozna napisaé:

= @2t + 1) +1
, =
2
| oczywiscie 2, P
D1:D[2t‘+; +1] = [2@t 1)@+t +1)] +1

2t. Co w rozpatrywanym przypadku oznacza:

2
y = 402 +1)(E+t+1)- 2“*; *1

y = AQt+)(t2+t,+1)(2t2 +2t,+1)

Dla liczb postaci t2+1 mamy y

—str 13 —



Pokazalismy jak rozwiqzywaé¢ RP w ktérych

D=t’+1
D=t2+2
D=t2+4

Wszystko co dotychczas powiedziano oparte bylo na przyktadach i mimo, ze wnioski co do metod
znajdowania y wydajq sie by¢ zasadne pokazemy teraz, ze obowiqzujq zawsze. Przy okazji ponume-
rujemy te rozwigzania liczbami rzymskimi.

D= t*-1 to y =1 x=t
1+ (t2-1)12 = ¢2
t? =t
D=t+1 to y=2t x =2t +1

2
14+ (£24+1)(2t)2 = [(262+1)]
14+ At + 4t2 = 4t + 42241

D=t*-2 to y=t r=1t+1
14 (t2-2)-2 = (£2-1)?
1+ t4=2t2 = t* — 2t%+1

N

D=t?+2 to y=t x =t +1
14 (£2+2)-£2 = (£2+1)°
1+ t44+ 22 = t* + 2t%+1

D=(2t)Y-4 1o y =t r=2t-1
1+ [(2¢)%-4]t2= (282~
14 4! - 482 = 4t,—4t,+1

D=(2t)+4 1o y=t, x =2t +1
1+ [(2t)2+4] 82 = (262+1)
1+ 4t} + 4t = 41 + 4t2+1
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VI

2t,+1)*-1
D=(2t+1)-4 to yzzt(t1+1)=&

5 2 = (2t+1) (22 + 2t,-1)

2t +1=u

1+ [2t1+1)2—ﬂ[%ﬂ=

(uz-1)? _ A+t (u= 1)t 4+ (ul-4) (wi-2ul+1)

1+ (uz -4
(w? -4) = 4 4

A+ ub-2ut+u? —4ut+8ul -4 ub-6ut +9u? u?(ut-6u?+9)

4 4 4

_ u?(u? —3)2= |:'u,('u,2 —3):|2
4

 u(uz-3) (2t 4 1)[(28,41)2=3] (28, +1)(417 + 4,-2)

=(2t,+1) (282 + 2t,-1)

VIII

2t,+1)%+1
D=(2t+1)+4 to v,:%

5 D= +1

2t,+1=u

2
_ 2 (2t +1)%41] _ (u? +4) (u*+2u2+1)  uS+6ut+9ul+4
Du2= [ (2¢+1)%+4] [12— - . _ s _

_ [u(uz;rs)] s g (2t,+1)|:(§t1+1)2+3:| % . E21r;+1)(4153+4115,+4ﬂ+ .

2

= 2@t )+t +1)) +1

t,=2t+1)(t2+t+1)
)(Zt,+1)2+1

y=2tv,=2-2(24+1)(t2+¢t,+1 5

= 2(2t+ (824t +1) (487 + 48 +1+1) =
= 4(2t+1)(t2+t,+ 1) (22 +2t,+1)

x=2t2+1=8(2t+1)2(£2+¢, +1)*+1

Osiem omdwionych przypadkdéw zaliczamy do tzw. rozwiqzan gtdwnych.
Bedziemy je w skrécie oznacza¢ RGIl, RGll........ RGVIII.

Ustalilismy juz, ze liczbe D bedziemy przedstawiaé¢ jak nizej:
D= t’t a
gdzie t=a, ze wzgledu na jednoznacznosé¢.

Liczba D =13 to zgodnie z powyzszym 4°—3. Wyprowadzajac wzory na rozwigzania gtéwne nie bralismy
pod uwage warunku t=a i mozemy powiedzie¢, ze D =13 to 3%+4 czyli D postaci (2t,+1)2+4.
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D=13, =1 a=4 bo D=(2-1+1)+4=13 RGVIII
y = 4(2t+)(#+ ¢+ 1) (2t2+2t,+1) = 180
z=8(2t+1)2(t2+t+1)2+1=649

1+13-1802 = 649

Ten przyktad to tylko ilustracja jak “mocne” sq wzory na rozwiqzania gtdwne. Bylo to zresztq najwiek—
sze D dla kiérego zachodzi taka niejednoznacznosé. Poczqwszy od t2=16 réznica miedzy kolejnymi

kwadratami wynosi co najmniej] 9 co wyklucza podobne przypadki.

Przypatrujqc sie rozwigzaniom RP mozna zauwazyé wiele innych zaleznosci, poza juz oméwionymi. Nie

bedziemy juz powolywaé sie na przyktady, ale od razu pokazywa¢ rozwiqzanie. Zachowamy tez sposdb
numeracji liczbami rzymskimi.

L o y =2n, x = 2tn 1
1+ (22-L)(2n)= (2tn 1)
1+ 4t2n? t4tn = 4t2n? t4tn+1

D= ¢t

lub
D=(mmn)?tm to y=2n x =2mn?t1
1+ (m*n?tm)(2n)’= (2mn* £ 1)’

1 +4m2n* t4mn?= 4mPn* £4mn?+1

X
D=t?t2 o y=n x=tn
14+ (£ 22 = (tn 1)
1+ 202 22tn=t*n? £2tn+1
lub D=(mn)?t2m toy=n x = mn2t1
1+ (M2 £2m) n’ = (mnd £ 1)°

1+ mn*t2mn?= min* £2mn?+1

Xl

D= 1,‘2:I:i,,1'L to v,=n

(£ 48)n?= 202  4tn=12n2 £ 4tn +4 - 4= (tn £2)*- 4

Mnozac D = tzi4—,,$ przez n? otrzymalismy liczbe postaci (tn £2)?-4. Mamy taraz dwie mozliwosci:

— (tn £2) jest liczbq parzystq i wtedy stosujemy rozwiqzanie V
— (tn £2) jest liczba nieparzystq i wiedy stosujemy rozwigzanie VII

Dla tn £2 parzystego

2% = tn £2 t = t'”zﬂ y=tn = tnzﬂ n

tn 2 )2_1 _ (tn2)*

Odpowiednio z to 2t -1 czyli 2 (T 2
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Dla tn £2 nieparzystego

2 +1=tnt2 —— 4= t"§2-1 y =2t (4 n = Zn(tnﬂ2:2—1 )(tn:I2:2—1 +1)

tn+2 -1 tn+2 -

Dla t2+i1,iiL otrzymujemy y =2t (t+)n = Zn( 5 )( 5 1 +1) n (tn +1)(tn +3)

2

Dla tz—% otrzymujemy y =2t (t+)n = Zn(tn;2_1 )(tn—2—1 +1) - n (tn—1)(tn -3)

2 B 2
2
Czyli dla D_tz:l:ﬂ mamy y = N (tn1)(tn£3) lub po przeksztalceniach =n tn £2)-1
Y 2 y >
Odpowiednio z fo (2t +1)(2t2 + 2t, +1) gdzie t = —t”§2‘1

Na obecnym etapie rozwiqzywania RP postepujemy nastepujqco:
- przedstawiamy D w postaci D= t’ta (t=a)
— sprawdzamy czy tak przedstawione D podlega pod RGI do RGXI.
To proste postepowanie daje nam od razu odpowiedz, jezeli chodzi o RGI do RGX. Dla RGXI sprawa
sie nieco komplikuje. Dla n=3 i t podzielnego przez 3 otrzymujemy a >t.
4t

3
co jest sprzeczne z warunkiem {=>a. Dla liczb D = tzzl:% odstepujemy od tego warunku.

Kazde D po przedstawieniu w postaci D = t*+ a gdzie t = o i stwierdzeniu, ze nie podlega pod RGI
do RGX sprawdzamy czy nie podlega pod RGXl. Sprawdzenie polega na pomnozeniu D przez 3.

(tzi%)sz = (3t)2 £ 12t = (3t+2)* - 4

Jezeli odpowiedZ wyglagda jak wyzej dane D podlega pod RGXI.

Kazda liczba D lezy miedzy t2i (¢ + 1) i moze byé¢ przedstawiona na dwa sposoby w zaleznosci
od tego czy wezmiemy t?czy (t +1)% O naszym D wiemy juz (po pomnozeniu przez 32), ze podlega

=a>t

pod RGXl. Na przykladach pokazemy jak przeksztafca¢ takie D do postaci #*+ A:',f
D=205 205-32=43'-4 205=142+9 =15%-20 = 15%- 4315
D=608  608-32=742—-4 608= 25— 17 = 24+ 32 _24+4324
D = 205 = 15%- 4315 rozw. g, X| D = 608 = 24 +4§4 rozw. gl XI
tn =15-3 = 45 nieparzyste tn =24-3 = 72 parzyste
- 2_ . - 2_ +
2 2 2 2
1+ 205-2772% = 396892 14+ 608-1112= 27377

Zaletq postepowania jok wyzej jest nagroda w postaci znajdowania nie tylko rozwiqzan dla D =t*t 43t,

ale takze takich dla ktérych pomnozenie D przez 3 daje nowe D podlegajqce pod rozwiqzania gldwne.

Przyktady:
D=70 = 82+ 6 nie podlega pod wzér t’% A.:st’ bo 70-3%= 630 nie daje t*— 4, ale 630 = 252+ 5,

wiec mozemy dla tego nowego D zastosowaé¢ wzdér IX, co daje y =10 i catkowite y = 3-10 = 30.
1+70-30% = 251°
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D =236= 152+ 11
236-32= 2124 = 46*+ 8 — rozwiqzanie XI dla nowego D

2124 =467+ 228 nowe y = 1 2HZ = 19190 —— catkowite y = 3+12190 = 36570

14 236-36570%2 = 5617992

Przypadki 1X, X, XI wigczamy do rozwiqzan gtéwnych, czyli bedzie ich w sumie XI.

Jezeli znamy rozwiqzanie dla jakiego$ D to nie ma problemu ze znalezieniem rozwiqzania dla 4D.
Kiedy y jest parzyste wylaczamy z niego sktadnik 2 i otrzymujemy 4D. Popatrzmy na ostatni przyktad:
1+ 236- 365702 = 5617992

1+ 236 -2%-18285% = 5617992

1+ 94418285 = 5617997
Kiedy y jest nieparzyste, przeksztatcamy takie réwnanie przy pomocy A —ty.

1+ 96-52= 492/A
1+ 96-4-5%-49%= 4801*
1+ 384-245% = 4801°
Liczba 4 czyli 2% jest dla RP liczbq szczegding. Wystepuje przy przeksztatcaniu réwnan przy pomocy
A -ty. W wielu przypadkach pozwala na szybkie znalezienie rozwiqzania.
Po sprawdzeniu, ze jakies D nie podlega pod RG dobrze jest pomnozy¢ takie D przez 4-ry i spraw-
dzi¢ czy nowe D podlega pod RG.

Szczegblnie skuteczne bywa to dla D postaci
t2+t-1

Przyktadowo: t2-t+1
D=155=12"+11 155-4=620= 25°-5 RGIX | D=111=112-10  111-4= 444=21"+3 RGIX
D=305=17+16 305-4=1220=35°-5 RGIX | D =183 =142-13  183-4=732=27*+3 RGIX
D=505=22*+21 505-4=2020=45*-5 RGIX | D=273=17*-16  273-4=1092= 33%+3 RGIX
D=755=27*+26 755-4=3020=55*-5 RGIX | D=507=23*-22 507-4=2028= 45%+3 RGIX
Dzieje sie tak, poniewaz

(t2+t=1)-4=4t*+4t+1 -5 = (2t+1)*-5

(t2=t+1) 4= 412 —4t+1 +3 = (2t-1)*+3
Teraz, jezeli liczba 2t+1 jest podzielna przez 3 lub 5 (co zachodzi stosunkowo czesto) to nowe D
podlega pod RGIX (D = t2+-L).
Liczba 2t+1 jest podzielna przez 5 jezeli ostatniq cyfrq liczby t jest 2 lub 7.
Liczba 2t—1 jest podzielna przez 3 jezeli D jest podzielne przez 3.

Podobnych zaleznosci jest wiecej, np:
(t2+t-2)-4=482+4t+1 -9 = (2t+1)*-9
(B —t+2)-4=4t"-4t+1+7 = (2t-1)%+7
Dlatego chcqc znalezé rozwiqzanie dla konkretnego D po prostu mnozymy je przez 4-ry i sprawdza-

my czy 4D jest liczbg podlegajacqg pod RG.
Jeszcze pare przykladow:

D=2990=312+29 990-4= 3960=63*-9 RGIX | D =602=252-23  602-4 = 2408 = 49°+7 RGIX
D =2448=49°+47 2448-4=9792=992-9 RGIX | D = 1484 =39>-37 1484-4=5936= 77°+7 RGIX
To samo dotyczy dzielenia. Jezeli to mozliwe dzielimy dane D przez 4-ry i jesli to nowe D podlega

pod RG znajdujemy rozwigzanie. W tym przypadku y dla nowego D jest zawsze parzyste.

Przyktady
D=212=152-13 212:4=53=72+4 RGVIl 1+53-9100%= 662492—=— 1+212-45502= 66249

D=948=312—13 948 :4 = 237=15%+12 RGXI 1+237-14820%= 2281512—=— 1+948-7410%= 2281512
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Drugq liczbg specjalng jest 5, a powdd dla kiérego tak uwazamy zostanie wyjasniony pbdzniej. Po—
mnozenie D przez 5 czesto prowadzi do ofrzymania D ktére podlega pod RG.

Przyktady:
D=41 41-52=1025=322+1 RGI

D=61 61-52=1525=39%+4  RGVII
D=185 185-52= 4625 =68%+1 RGll

Kazda liczba D lezy miedzy t* i (t +1)*
(t +1)2- 2= 2t +1
Jezeli 2t +1 jest liczbq ztozonq to mozemy jq przedstawi¢ w postaci iloczynu dwdch liczb. Jesli po—
dzielnikdw jest wiecej to fqczymy je w grupy tak, zeby zawsze mieé¢ do czynienia z dwoma podzielni—
kami. Np. dla 2t +1 =105 bedq to 3 i 35, 5 i 21, 7 i 15.
Przypusémy, ze nasze D lezy pomiedzy t? i (t + 1)2 takimi, ze 2t + 1 jest liczbq ztozonqg rdwnq u-w
i liczbe D mozemy przedstawi¢ w postaci:

D= '+ uk 2t 4]

w Y%
D=+ wk 2t 41 - o
gdzie uk<2t+1 oraz wk<2t+1.
Jak sie okaze warto do tych wartosci D dodaé:
D=t-wu D=(t +1)* + u
D=t’-w D=(t +1)*+w

Okazuje sie, ze mnozenie tak skonstruowanych liczb D przez odpowiednio w2 lub w? prowadzi dosy¢
czesto do otrzymania D podlegajqcego pod RG.
Przyktady:

dla 102 11* mamy 2t+1=21= 37 u=3 w=7
Kiedy w = 3 D moze przyjmowaé wartosci 97, 103, 106, 109, 112, 115, 118, 124,
Mnozenie tych D przez w? = 72 prowadzi do otrzymania D podlegajgcego pod RG kiedy
D= 115 115-7%= 752+ 10 RGX
D= 124 124-7%=78%- 8 RGXI
Kiedy w =7 D moze przyjmowaé¢ wartosci 93, 107, 114, 128.
Mnozenie tych D przez wu? = 3? prowadzi do otrzymania D podlegajacego pod RG kiedy

D= 93 93-32= 297 - 4 RGVII
D= 107 107 -32= 31+ 2 RGIV
D= 114 114-3%2= 327+ 2 RGIV
D= 128 128 - 3% = 347 - 4 RGV
Na 12-$cie mozliwych przypadkdéw rozwigzalismy potowe.
dla 13% i 14* mamy 2t+1=27= 3-9 u=3 w=9

Kiedy w =3 D moze przyjmowaé wartosci 166, 172, 175, 178, 181, 184, 187, 190, 193, 199,
Mnozenie tych D przez w? = 9? prowadzi do ofrzymania D podlegajqcego pod RG kiedy

D= 172 172-9%2= 1182+ 8 RGXI
D= 175 175.9%2= 1192+ 14 RGXI
Kiedy w =9 D moze przyjmowaé¢ wartosci 160, 178, 187, 205.

Mnozenie tych D przez u?= 3? prowadzi do otrzymania D podlegajgcego pod RG kiedy
D= 160 160-3%= 382 - 4 RGV
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D= 178 178 -3%= 40%+ 2 RGIV

D= 187 187 -3%= 41%+ 2 RGIV

D= 205 205-3%= 43°- 4 RGV
Na 14-scie mozliwych przypadkdw rozwiqzalismy 6-$¢, ale co ciekawe wszystkie w kitdrych mnozylismy
D przez mniejszy z podzielnikéw. Sprawdzimy tq zalezno$¢ na jeszcze jednym przykladzie.

Dla 1727 18 mamy 2t+1=235= 5-7 u=>5 w=7
Kiedy w =7 D moze przyjmowaé wartosci 282, 296, 303, 310, 317, 331.
Mnozenie tych D przez wu? = 52 prowadzi do otrzymania D podlegajacego pod RG kiedy

D= 282 282 -5%2 = 842 - 6 RGIX
D= 296 296 - 5% = 862+ 4 RGVI
D= 303 303-52=872+ 6 RGXI
D= 310 310-52=88%+ 6 nie prowadzi do RG
D= 317 317-52=89%+ 4 RGXI
D= 331 331-52=91"- 6 nie prowadzi do RG

Nie we wszystkich przypadkach otrzymali§my D podlegajgce pod RG, ale i tak widaé, ze ten sposéb
sprawdzania czesto prowadzi do szybkiego rozwigzania RP. Wsréd D od 2 do 99 mozemy tq metodq
znalez¢ rozwiqzania dla D = 13,19, 22, 28, 44, 52, 54, 59, 61, 69, 93.

Podsumowanie
Kiedy D mozna przedstawi¢ w postaci:

2 2, t
t°+1 't
2 2. 2
t°+2 x5
2 2, 4t
t°t4 ti—,n

rozwigzanie RP jest proste i szybkie. Jednoczesnie zrozumiale staje sie dlaczego wartosci y dla niepa-
rzystego D = t?+4 sq wyraznie wieksze niz w pozostalych przypadkach rozwiqzari gtéwnych. Wystarczy
pordwna¢ ze sobq wzory na ¥ dla odpowiednich postaci D.

Pozostate metody opisane w tym rozdziale to tylko préby sprawdzenia czy dane D mozna w stosun—
kowo prosty sposéb doprowadzi¢ do D podlegajacego pod RG.

Wszystko co dotychczas powiedzielismy o rozwigzaniach gféwnych mozemy przedstawi¢ w formie ta-
beli (strona 21) lub graficznie (strona 22).

W tabeli na nastepnej stronie wprowadzono rubryke "GRUPA”. Wynika to z wtasnosci réznych liczb D
i jest wyjasnione w rozdziale "Klasyfikacja liczb D”.

W formie graficznej pokazano te D dla kitdrych obecnie potrafimy znalezé rozwigzanie. Takich D jest
na tej stronie nieco wiecej niz zaznaczono. Kiedy mnozymy D dla kidrego znamy rozwiqzanie przez
4-ry najczesciej otrzymujemy nowe D, ktére i bez tego mnozenia podlegato pod RG.

Przyktady:

50-4=19%+ 4 RGVIII 152 -4 =25%- 17 =247+ 32 RGXI
60-4 = 152+ 15  RGIX 203 -4 =282+ 28 RGIX
83-4= 182+ 8 RGXI 312-4=1352+ 23=362- 48 RGXI

W przypadkach kiedy mnozqc przez 4-ry nie trafiamy jak wyzej znajdujemy rozwigzanie wylqczajqe
22 z y® lub przeksztalcajac rozwiqzanie dla D przy pomocy A -ty. (jak to wczesniej opisano).
Przyktady:

D= 300 RGXI 300-4=35°-25=34%+ 44 1+ 300-78%=1351"—= 1+ 1200-39%=13512
D= 160 RGXI 1604 =25+ 15=26"~ 36 1+ 160:57°=721>//A —= 1+ 640-41097%= 1039681

Nie zaznaczono takich D na stronie 22-giej, poniewaz ich rozktad jest chaotyczny i przestaniatby te
zaleznosci, ktore sq widoczne. Wyjatek zrobiono dla liczb postaci

D = 4|(2¢+1) % 4]
poniewaz ich rozkfad jest bardzo regularny mimo, ze nietypowy w pordwnaniu z RG.
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Rozwiazania gltowne (RG)

—_ . ROZW.
D Y =, X Uwagi GR. | NUMER
t2-1 1 t v, =1 v, =1 +1 | ROl
2 2 v, =2t v, =
t2-2 ¢ =1 Y1 Y2 = +2 | RGI
v, =1 v,=1
242 ¢ £+ 1 v =t Y2 = ~2 | ROIV
v, =1 v,=1
t=2t,
(2t,)"- 4 t, 2t2—1 v =t v =1 +4 | RGV
v, = V=1
t=2t,
(2t)*+4 t 27 +1 v =t v, =1 ~4 | RGVI
v, =1 v, =t
(24:41) t=2t+1
X
(2t +1)'~4 24(t;t1) wopgr—p) | U=2(EHD v=1 +4 | RGVI
1 e v =1 v, = 24(¢+1)
v=a =2+
I
(2t +1)7+4 4(2tf1)(t‘z+t‘+1)" 8(2t;+1)"x "_4” =1 T | ROV
1 x (2634 2t+1) X(B+ G H)H | mgr o = o+ <
+1)% +
” 1” Uz - (2t12¢
2, t v, = 2n v,=1
R 2n 2tn £1 =1 v 2m RGIX
2, 2t Y v, =1
't n tn 1 v, =1 v,=n RGX
tn — parzyste Sprawdzamy czy D:3°=t*-4
tn £2 (tn22)’ | w=y v, =1
2 2 v, =1 v,=y
et - — — — - tn £2 RGXI
tn — mieparzyste (2t1+21)x v, = 'n,T U, =
(tn £2)°1 x(2t,+2t,-1) 2
R tn+2 -1 = {nt-t o, g
t1 = 2— 2
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D =t :I: 1,2,4 599 | 648 | 699 | 752 | 807 | 864 923 | 984 (1047 1112 1319 (1392

Tymi kolorami zaznaczono 1046 M 1178 | 1247(1318 1391
B o=t2t1,24% | wszystkie D podlegajace

pod wypisane wzory.
Bl D= 4[(2t+1)714] i
-/

1110 | 1177 | 1246|1317 | 1390

1109 | 1176 1316 [1389

1108 (1175 | 1244|1315 (1388

418 | 459 | 502 1107

1174 1387

o e

1241 1385

1310

417 501 801 | 858 917 | 978 | 1041|1106

536 ﬂ 632 | 683

682

R ////16;/4///, 74 i / 7 % 7%
/4

A 7//////// A% / A /////////////
- o =
YA, 1o //,////////////// %

o {,WW/WWW
0%2%#/@/ B
B s @@ﬂ;@;ﬂmmmm;@@m
s w/#w'/ g

7 27 W /
ﬁ%é %QQ/%M#/%%%/%’VW@MM,

397 673 781

HGH 9 T i e e Y o
i it i i

o[ o O o
m 1149

619 | 670

CooD
HHM

778 1363

s
1361

1075|1142

10741141

1073 1353
1072 mﬁ 1352

1138 | 1207 1351

344| 383 | 424 | 467 512 | 559

343| 382 423 1071

92= t
. D-2%=t"% 7 Tymi kolorami zaznaczono
. 2 g2 wszystkie D dla ktérych
D-3%=1"+2 mnozenie przez 22 32 52

D52 = t24+ 1 prowadzi do D postaci
. D52 = 24 4 jak zaznaczono.

422 1070

1137 | 12061277 (1350

421 1069|1136 1276 1349

1068|1135 | 1204|1275 | 1348

654 | 707 | 762 819 | 878 | 939 | 1002 1134 | 1203|1274 (1347

653 | 706 | 761 .877 938 | 1001 | 1066 1273 (1346
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Podamy teraz po dwa przyktady dla kazdego z rozwigzan gféwnych.

14 24y?%=2? 1+ 63y?=x?
D=24=52-1 D=63=28%2-1
y=1 y=1

1+ 24-12=57 1+ 63-1%=82
1+ 26y%=z? 1+ 65y% = a2

D =26=52+1 D = 65=82%+1
y=2t=10 y=2t =16

14 26:102=512 1+ 65-162=1292
1+ 23y*=2? 1+ 62y’ = a?
D=23=5%-2 D=62=8"-2
y:t:S y:t:8

1+ 23.52 =242 1+ 62-82=632
14 27y*=x* RGIV 1+ 66y’ =z’
D=27=52+2 D=66=82-2
y:t:S y:t:8

14 27-52 =262 1+ 66-82=652
1+ 32y2=2? 1+ 60y? = 22
D=32=(23)*-4 D=60=(24)*-4
y:tI::’) y:t1:4

1+ 32:32=172 1+ 60-42=312
1+ 40y? = 2?2 1+ 68y?= 22
D=40=(23)*+4 D=68=(24)"+4
y:t1=3 y:t'=4

1+ 40.32=192 1+ 68:42=1332
1+ 21y2= 22 14+ 77y%= x?

D=21=(2:2 +1)*-4
y=2t(t+1)=2-2(2+1) =12
1+ 21-122 = 552

D=77=(2'4+1)*-4
y=2t(t,+1) = 2-4(4+1) = 40
1+ 77-402 = 3512
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RGVIII

1+ 29y?2=2x2

D=29=(22 +1)*+4

y = 4(2t+0)(E2+t+1) (282 +2¢,+1) =
= 4(2:2+1)(22+42+1)(2:22+2-2+1) =
= 1820

1+ 29-1820% = 98012

1+ 85y%=2x2

D=85=(2"4+1)"+4

y =42t +0)(E++1) (287 +28+1) =
=4(2:441)(42+4+1)(2:42+2-4+1) =
= 30996

1+ 85-30996%= 2857692

1+ 39y2=2x2 1+ 220 y2 =2

—39=624+8 —9290=152_13
D=39=6"+ D =220=15"-%
y=2n=2-2=4 Yy=2n=2-3=6

1+ 39 -4% = 252 1+ 220-6% =892

1+ 136y2=2a2 1+ 219 y2=2a2
D=136=12-2]2 D=219=15"- 212
y:'n,:3 y:n:S

1+ 136-3% =357 1+ 219-5% =742

1+ 108 y2 = x2 14+ 453 y2?= 22

D =108= 107+ 410 D =453= 217+ 421

tn =10-5 =50 parzyste tn =21-7 =147 nieparzyste
_tn+2  _ 10-5+2 _ _ 2_ 21.7 +2)=
y=1nt2n 2 10542 55 y={n+2) 1n= @7 2) L7=77700

1+ 108-1302= 13512

1+ 453-77700%= 16537512

Z wzor6w na RG wynikajq interesujqce wnioski. Jezeli w wyrazeniu D= t?+ a t jest liczbq pierwszq
to potrafimy znalez¢ rozwiqzania dla D=t2+ 1,2,4,t. Kiedy t jest liczbq ztozong (im wiecej ma po-
dzielnikéw tym lepie]) ilos¢ rozwigzah szybko wzrasta. Pare przyktadéw:

D=7%+41,2,4,7,14,28
D=102+1,2,4,5,8,10,20,40

D=30%%1,2,3,4,5,6,8,10.12,15,20,30,40,60,120
D=80"% 1,2,4,5,8,10,16,20,32,40,64,80,160,320

Liczby zaznaczone na czerwono sq podzielnikami 4%, ale podlegajq juz innym ¢&.
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