Zakonczenie

Na kilkudziesieciu stronach pokazalismy jak rozwiqzywaé RP spefnicjace pewne warunki. Nie to wydaje
sie jednak najwazniejsze. Przeciez potrafimy rozwiqzaé¢ kazde RP metodq utamkdéw taricuchowych, ale
w pewnym sensie jest to metoda w ktdre] nie ma takiej finezji jak choéby przy rozwigzywaniu réwnan
kwadratowych lub trzeciego stopnia. W mechaniczny sposéb zblizamy sie do obliczenia y i x i na tym
koriczy sie nasze zainteresowanie.

Najwazniejszym wydaje sie pokazanie jak powstajg réwnania Pella i jakie zaleznosci rzqdzq tymi
réwnaniami. Znaczqce miejsce mozna tu przyznaé réwnaniom wyjsciowym i zaleznosci y = v,-v, obo-—
wiqzujqce] dla kazdego D. Przeksztafcanie rdwnan przy pomocy A-—ty tez ma swoje zalety. Wyjasnito
sie takze skqd biorqg sie tak duze rdznice miedzy kolejnymi D.

Réwnania Pella odrézniajq sie od innych réwnan tym, ze mozna je ponumerowaé¢ przyjmujqc wartosé
D za kolejny numer. Mozna tez grupowaé¢ je w zaleznosci od sposobdw rozwiqzania i przynaleznosci
do okreslonej grupy. Raz rozwiqzane réwnanie Pella pozostaje rozwiqzane na zawsze, a jak pokazano
czesto mozemy rozwiqzywaé je na wiele sposobdw. Chciatoby sie powiedzie¢, ze zobaczyliSmy to réw-—

nanie od wewnqtrz. Tablice w rozdziale "Rozkiad poczgtkowych D.....” w pogladowy sposéb pokazujq
rozktad RG, a z graficznego przedstawienia poszczegdlnych grup liczb D tez wynikajg interesujqce

whioski.

W wielu dyscyplinach duzym zainteresowaniem cieszq sie przypadki kiedy znajdujemy zaleznosci mie—
dzy dwoma wydawafoby sie nie majqcymi nic wspdlnego ze sobq zagadnieniami. Tu wykazalisSmy s$ci—
sty zwiqzek miedzy réwnaniami kwadratowymi i réwnaniem Pella.

Otrzymujqc do rozwigzania jakie$ réwnanie Pella mozemy teraz kolejno:

— sprawdzi¢ czy podlega pod RG, ewentualnie czy nie mozna w prosty spos6b doprowadzi¢ tego

D do takiej postaci,

- sprawdzi¢ czy to D podlega pod PS (przypadki specjalne),

— rozwiqzaé¢ to réwnanie metodq utamkédw tancuchowych i znajgc Yy, v,, pn jeszcze raz przejrzeé je

ze wzgledu na PS.

Ogdlnie biorac poza przypadkami podlegajacymi pod RG rozwigzywanie réwnania Pella jest dosy¢
pracochfonne. Jezeli chcemy w miare szybko uzyskaé¢ dane dotyczqce y,v,,p, to w internecie pod
adresem “http://www.numbertheory.org/php/pell.html” (Solving some Pell equations) znajdziemy dla
danego D wartosci y i v, oraz informacje do jakiej grupy to D nalezy (“reczne” sprawdzanie tej
ostatniej pozycji jest dosyé nuzaqce). Majac te dane mozemy przystqpi¢ do obliczania p, przy pomocy
programdw znajdujqcych sie w tym opracowaniu.

Z literatury dotyczqcej réwnania Pella wiadomo, ze taka nazwa tego réwnania jest zupefnie przypad-

kowa, a wiasciwa to réwnanie Fermata, ale jest to teraz tylko jeszcze jedno przypomnienie jak byto
naprawde.

| jeszcze ostatnia uwaga. Wszystko co tu napisano o réwnaniu Pella (!) to elementarna matematyka
poparta duzq ilosciq przyktadéw, tak zeby tres¢ tego opracowania byla zrozumiata dla uczniéw szkot
$rednich.

Kolejne dwa rozdzialy "Wartosci p, dla D podlegajqgcych pod rozwiqzania gtéwne” i "Wartosci p, dla
poczatkowych D” to tylko praktyczne zastosowanie wyprowadzonych wzoréw.

To opracowanie zostato wielokrotnie przegladniete, ale tylko przez autora. Nie moge wiec podzieli¢
sie btedami z kim$ innym, za styl tez jestem odpowiedzialny. Wszelkie uwagi prosze kierowaé na
adres: adamanigacz@gmail.com. Dziekuje.

Lista liczb D dla ktérych rozwigzano réwnanie Pella na poprzednich stronach:

13, 19, 21, 23, 24, 26, 27, 29, 31, 32, 39, 40, 41, 43, 53, 60, 61, 62, 63, 65, 66, 68, 69, 70,
73, 74, 77, 85, 86, 91, 93, 107, 108, 109, 111, 114, 115, 124, 128, 134, 136, 137, 139, 149, 155,
157, 160, 172, 175, 178, 179, 183, 185, 187, 193, 199, 205, 209, 211, 212, 219, 220, 236, 268,
273, 277, 279, 281, 282, 296, 297, 300, 303, 304, 305, 310, 317, 331, 338, 349, 369, 385, 407,
421, 428, 452, 453, 504, 505, 507, 509, 512, 520, 521, 536, 541, 602, 608, 610, 661, 683, 755,
844, 931, 944, 948, 964, 990, 1005, 1061, 1181, 1277, 1285, 1372, 1480, 1484, 1587, 2448.
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