Rownania wyjsciowe
W tym rozdziale oméwiono specjalny typ réwnan kwadratowych, takich kitére po przeksztafceniu dajg
RP. Przypatrzmy sie ponizszej réwnosci:
7-1-6=0

Na pozdr nic szczegdlnego. Mozemy jednak wyobrazi¢ sobie, ze jest to réwnanie kwadratowe w kidrym
jeden z pierwiastkéw wynosi 1 i wtedy:

7x2-1x-6=0

A=1+4-7-6=132

1+ 42-22=13% RP
Podobnie 12-1-11=0

1222-12-11=0

A=1+4-12-11=23?

1433-42=23* lub 1+132-22=23% RP
albo tez 7-2-5=0

722-22-5=0

A=4+4-7-5=122

14 35-17=62 RP

13-2-11=0

1322-22-11=0
A =4+4:13-11=242

1+ 143 -1*=12° RP
Sprobujmy wyrazi¢ w ogblnej postaci to co wynika z przykfaddw:
A-B-C=0

A, B, C to catkowite wspbdlczynniki liczbowe réwnania kwadratowego, ktérych suma wynosi 0, a B row—
na sie 1 lub 2. W réwnaniu kwadratowym takiej postaci A jest zawsze kwadratem liczby catkowitej, co
tatwo wykazaé w sposéb ogdlny. Tutaj niech wystarczq przytoczone wyzej przyktady.

Rownania A-1-C=0 i A-2-C=0 sq réwnaniami wyjsciowymi dla RP, a A -ty tych réwnan to
wlasnie RP. W przypadku A-2-C =0 po przeksztalceniu réwnania wyjsciowego przy pomocy A —ty,
dzielimy strony réwnania przez 4 i otrzymujemy RP. Dla réwnar Pella mozemy wypisa¢ nastepujqce
ogdlne réwnania wyjsciowe w zaleznosci od tego czy D jest liczbg pierwszg czy nie.

Kiedy D jest liczbq pierwszq

DvZ-1-v2=0
Dvi-2-92=0
v2-2-Dv2=0

Kiedy D jest liczbq ztozong (D =D, D.)

W tym przypadku mogq zachodzi¢ réwnania jak wyzej, lub dodatkowo
Dw?-1-D,02=0
Dp2-2-Dw? =0

Przy liczbach 1 czy 2 moglibysmy zamiast znaku
wynikajgce z dalszych przeksztatcen.

=" pisaé "+”, ale nie ma to wplywu na wnioski
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Po przeksztafceniu przy pomocy A -ty otrzymujemy nastepujgce RP:

1+ D (2v,v,)? = a2

1+ D (v,v,)*= a2

1+ D;D,(2v,v,)* = x2

1+ Dy D,(v,v,)? = a?
W powyzszych réwnaniach y = vv, lub y = 2v,v,.

W réwnaniu vZ -1 -Dv2 =0 mamy od razu do czynienia z RP. Przeksztalcenie tego réwnania przy

pomocy A -ty daje drugie po najmniejszym rozwiqzanie RP dla danego D.
Przyktad: 3¥-1-81=0 — 1+81’= 32/A — 1+8:6°=17% kolejne rozwiqzanie
Jeszcze jedna sprawa wymaga wyjasnienia. Jezeli liczba D zawiera w sobie kwadrat liczby wiekszej od
1 np.

D=92=123-2?

D=45=5-3*

D=75=3-5?

hie znaczy, ze poszukujgc rozwiqzania mozemy pominaé¢ sktadnik kwadratowy (w domysle wtaczyé go
w Y), poniewaz w ofrzymanym rozwiqzaniu niekoniecznie musi wystepowa¢ ten sktadnik.

Dla przykfadu
D=245 =5-72
1+5-4=9?
1+245-33122= 518412

Kazde D jest mozna powiedzie¢ “indywidualnosciq” i posiada wiasciwe dla siebie rozwiqzanie, kiére za-
lezy od wtasnosci tego konkretnego D. Z drugiej strony, jezeli rozwiqzaliSmy RP dla jakiego$ D to mo-
zemy teraz to D fqczyé z dowolnymi kwadratowymi sktadnikami y2 i otrzymywa¢ najmniejsze rozwigza-—
nia dla nowych D. Mozemy tez wigcza¢ kwadratowe podzielniki oryginalnego D do y2, ale wtedy nie
bedziemy mie¢ pewnosci czy jest to rozwiqzanie najmniejsze (patrz strona 89).

Dla tych samych przyktaddw:

1+4245-33122 = 518412 rozw. najmniejsze
1+245(2-2-2:2-3-3)2 = 518412 rozw. najmniejsze
1+67720-92 = 518412 rozw. najmniejsze

1+5-231842= 518412 1+5.42=92

Popatrzmy jak wygladajq réownania wyjsciowe dla wypisanych wczesniej rozwiqzan dla D od 2 do 102.

D réwnanie wyjsciowe RP

2 2-1*=1-12=0 142(2-1-1)* = 32
3 3.1?-2-1%=0 14 3(1-1)*= 27

5 5:.12-1-22=0 1+5(2:1-2)% =92

6 31°-1-2:1*=0 1+ 6(2-1-1)*= 5

7 32-2-7-1*=0 1+ 7(3-1)*= 82

8 21— 1-1%=0 1+ 8(1-1)2=32

10 10-12-1-3"=0 1+10(2-1-3)2=19?
11 11-12-2-3%=0 1+11(1:3)*=10"
12 4-1*—1-312=0 1+12(21-1)*= 72
13 13-5-1-18%=0 1+13(2-5-18)* = 649
14 2:2°-1-712=0 1+14(2:2:1)2=15
15 5-12-2-3-1*=0 1+15(1-1)% = 4?

17 17-1*-1-4*=0 1+17(2-1-4)*= 33"
18 18-12-2-4%=0 1+18(1-4)%=17"
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35
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40
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42
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44
45
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30
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54
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29
60
61
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65

réwnanie wyjsciowe
132-2-19:3%=0

5-12—1-4-12=0
7-22-1-33=0
11-3%2-1-2-72=0
52-2-23-12=0
3-17-1-2-12=0
26-12-1-5%=0
27-1*-2-5*=0

4-42-1-7-32=0
29 -132-1-70%=0
6-17-1-5-12=0
392-2-31-72=0
32-1-8-1*=0
3.22-1-11-12=0
2-32-1-17-1%=0

7-12-2-5-12=0
37-12—1-62=0
19-12-1-2-32=0
13-12-1-3-22=0
10-12-1-3%=0
41-52-1-322=0
7-12-1-6-12=0

43-9°-2-592=0
102-1-11-3%=0
9-32-1-5.4*=0
2-78%2-1-23-23=0
72-2-471%*=0
4-12-1-3-12=0
50-12-1-7%=0
51-12-2-72=0
13-5°-1-18%=0
53-257-1-182%2=0
27-32-1-2-11*=0
5.3 - 1-11-2*=0
8-12—=1-7-12=0
19-22-1-3-52=0
58-13%2-1-9%11%=0
59-3?-2-23%*=0
4-22-1-15-1%=0

61-3805%- 1-29718%=0

2:.4%2-1-31-1%=0
9.12-2-712=0
65-12—-1-82=0

RP
1+19(13-3)= 1702
1+20(2-1-1)2=9?
1+ 21(2-2-3)%= 55
1+22(2-3-7)%=197?
1+ 23(5-1)2= 242
1+ 24(1-1)*= 52
1+26(2-1-5)%=51%
1+27(1-5)*= 262
1+28(2-4-3)*=1272
1+29(2-13-70)*= 9801
1+30(2-1-1)2=11%
1+ 31(39-7)%= 15202
1+32(3-1)* =172
1+33(2-2-1)=23%
1+34(2-3-1)2=35%
1+ 35(1-1)*=6?
1+ 37(2-1-6)%= 732
1+ 38(2-1-3)%=37?
1+39(2-1-2)*=25%
1+ 40(1-3)%=19?
1+ 41(2-5-32)*= 2049
1+42(2-1-1)*=13?
1+ 43(9-59)%= 3482*
1+ 44(10-3)*=1992
1+ 45(2:3-4)*=161*
1+ 46(2:78-23)%=24335"
14 47(7-1)%= 48
1+ 48-12=72
1+50(2-1-7)*=992
1+51(1-7)*= 50
1+52(5-18)*= 649°
1+ 53(2-25-182)* = 66249*
1+ 54(2-3-11)%= 4852
1+55(2-3-2)% = 89*
1+56(2-1-1)?= 15
1+57(2-2-5)%=1512

1+58(2-13-9-11)*= 19603*

1+ 59(3-23)%=530?
1+ 60(2:2:1)2=312

1+ 61(2-3805-29718)*=1766319049>

1+62(2-4-1)* = 632
1+ 63(1-1)*=82
1+ 65(2-1-8)2=129°
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D réwnanie wyjsciowe RP

66 33.12-1-2-#=0 1+ 66(2+1-4)%= 652

67 67-27%-2-221*=0 1+ 67(27-221)*= 48842°

68 17-1*=1-4-2*=0 1+68(2-1-2)*=332

69 3-36%-1-23-13%=0 1+ 69(2-36-13)2=7775*

70 14-32-1-5-5?=0 1+70(2-3-5)%=2512

71 592-2-71-7=0 1+ 71(59-7)* = 34802

72 9-12-1-8-1%=0 1+72(2-1-1)*=17%

73 73-125%-1-1068%=0 1+ 73(2-125-1068)%=2281249%
74 74-5%2-1-43%*=0 1+ 74(2-5-43)% = 3699°

75 3.3-2 -25-12=0 1+ 75(3-1)*=26°

76 4-85%-1-19-39%=0 1+ 76(2-85-39)%=57799?

77 11-42-1-7.5%=0 1+ 77(2-4-5)%= 3512

78 3-32-1-26-1*=0 1+78(2-3-1)2=532

79 9%-2-791%=0 1+ 79(9-1)*=80°

80 5-12—1-4-1*=0 1+80(1-1)*=9?

82 82:12-1-92=0 1+82(2:1-9)*=163"

83 83-12-2-9%=0 1+83(1-9)% = 82*

84 28-12-1-3.32=0 1+ 84(2-1-3)% =55

85 85-41%-1-378%=0 1+ 85(2-41- 378)%= 285769
86 43-11%-1-2-51%=0 1+ 86(2-11-51) %= 10405
87 29-12-2-3-3*=0 1+87(1-3)%=28*

88 11-32-1-2-7*=0 1+88(3-7)2=1972

89 89-53%-1-5002=0 1+ 89(2-53-500)%*=500001*
90 10-1-1-9-1*=0 1+90(2:1-1)%=19?2

91 7-15%-2-13-11*=0 1+91(15-11)%= 1574%

92 24*-1-23-5*=0 1+92(24 -5)*=1151?

93 31-14% - 1-3-45%=0 1+ 93(2-14-45)%= 12151
94 2-732%-1-47-1512=0 1+ 94(2-732-151)* = 2143295%
95 5.22-1-19.12=0 14+ 95(2.2.1)%= 392

96 52-1-24-1%=0 1+ 96(5-1)%= 49°

97 97-569%~ 1-5604%2=0 1+ 97 (2-569-5604)*= 62809633*
98 2-52—1-49-1*=0 1+ 98(2-5-1)*=99?

99 11-12-2-9-12=0 1+99(1-1)?=10?

101 101-1*- 1-10%=0 1+101(2:1-10)*= 2012

102 51-12-1-2-52=0 1+102(2-1-5)* =101*

Wyjasnilismy mechanizm powstawania RP. Nie wiemy na razie jak oblicza¢ wartosci v, i v,, ale oczy—
wiste jest, ze znajomos¢ jednej z nich pozwala na rozwiqzanie danego RP.
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